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Exemples d'applications a diverses fonctions :
Gaussienne (pp.6-8)
Puissance, Exponentielle, Logarithme, Weibull (pp2D)
Sinusoidale (pp.21-36)
Logistic (pp.37-46)
Generalization of the sinusoidal regression (pp63)/
Damped sinusoidal regression (pp. 64-70)
Double exponential or double power (pp. 71-74)
Régressions multi-variables (pp.75-84)
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REGRESSIONS et EQUATIONS INTEGRALES

Jean Jacquelin

Résumé :

Le but principal de la présente publication eattider I'attention sur une approche peu
usitée pour la résolution de certains problemeggdeession non-linéaire.

La méthode est basée sur un principe de lirstamspar équation différentielle et/ou
intégrale, dont I'exposé constitue la partie esskatie ce papier.

Le processus de calcul se distingue fondamentaledes méthodes habituellement
utilisées par le fait que la procédure n'est pasrséve et ne comporte donc pas de boucle
d'ittération.

Afin de donner un appercu plus concret, des exesnbé régression non-linéaires sont
traités avec des applications numeériques détailléelgressions sur fonctions puissance,
exponentielle, logarithme, ainsi que des fonctiassielles en statistiques : densité de
probabilité de Gauss, distribution de Weibull.

REGRESSIONS and INTEGRAL EQUATIONS

Abstract :

The main aim of this paper is to draw attentiom tmethod rarely used to solve some
regression problems.

In many cases, a differential and/or integral atqun allows to turn a difficult
problem of non-linear regression into a simpledineegression, which is the key part of the
presentation.

The computation process is fundamentally diffefesn the usual ones, since it isn't
recursive. So, it doesn't requires an iterativgploo

In order to give a more concrete view, some exengblnon linear regressions are
treated with detailed numerical examples : fundipower, exponential, logarithm and some
functions currently used in statistics : Gaussiandtion, Weibull distribution.
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1. Introduction

La présente étude se situe dans le cadre géengsgbrdblemes de régressions. Par
exemple, on connait les coordonnées d'une séngdmts : i , V1), X2, Y2), -.y &, YK, -+,
(%» , Yn) et I'on cherche a ce que la courbe représentdtivee fonctiony = F(@, b, c,...; X)
passe au plus prés de ces points, ceci en optimkésavaleurs des paraméted, c, ...

Le cas bien connu de la régression linéaire néengu'un bref rappel, ce qui sera fait
en Appendix 1. Pour certains cas apparemment neéaites et bien que cela puisse échapper
a premiere vue, il est possible de revenir a ugeessSion linéaire. Le cas de la fonction de
répartition gaussienne en est un exemple : il tsaité en Appendix 2.

Hors les cas simples précédents, on est confrantén véritable probleme de
régression non linéaire. La littérature sur le sugst trées étendue. Une revue, méme
sommaire, nous €loignerait de I'objectif du présamier. Nous n'en aurons pas besoin ici car
notre parti est de ramener certains problemes m@aifes a une régression linéaire sans
processus itératif ou récursif (si non, ou seraitiginalité par rapport a des méthodes
couramment utilisées ?).

Des le paragraphe suivant, on entre dans le vifujiet : c'est-a-dire les possibilités de
ramener un probleme non linéaire a une forme lirégiace a une équation différentielle
et/ou intégrale convenable. La discussion prélimenmontre que, sauf cas particuliers, une
équation intégrale est mieux adaptée a la résolyier calcul numérique qu'une équation
différentielle, dans le contexte de ce genre délproes.

Le principe de l'utilisation d'une équation intdgrsera exposé et mis en pratique en
prenant pour exemple la fonction de distributionggenne. D'autres exemples d'applications
de la méthode de régression associée a une équatgnale sont exposés de facon détaillée
dans deux papiers joints :

- Régressions non linéaires des genres : puissanpenentielle, logarithme, Weibull.

- Régression sinusoidale .



2. Principe de linéarisation par équation différenielle et/ou intégrale :

Commencgons par un sommaire concernant les appatioins des dérivées et/ou des
primitives par calcul numérique. Etant donngsoints &, y«) Situés a proximité de la courbe
représentative d'une fonctioy(x) et étant donnée une autre fonctggr), on peut calculer les
approximations pour les dérivées et/ou intégralésastes, aveqy = g( %) :

= Ok—1 Y- d
Dk — Ok+1¥k+1~ 9k-1Yk l:(&g(x)y()gj

Xe+1 ™ X-1 (x=x%)

Dy+1—Dyog [ d?
DDy = —l=) ——g(x) %(¥
Xe+1 ™ Xk-1 dx (x=%)

Et ainsi de suite, pour les dérivées suivantasesessaire.

$=0 etpourk= 2. n

~ (" d
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Et ainsi de suite, pour les intégrales suivargiesecessaire.
Il va sans dire que les points doivent étre préafabnt ordonnés selon Igscroissants.

Il serait possible d'utiliser des méthodes devdéon et/ou d'intégration numérique
plus sophistiguées. Rien n'empéche non plus dedmda (ou les) borne(s) inférieure(s)
d'intégration autres que et méme différentes entre elles pour les intégmatisuccessives.
Mais cela compliquerait les formules et alourdirkas explications. Pour faire simple, restons
en aux formules les plus élémentaires possiblesyalos a ce stade de |'exposeé.

Revenons maintenant a la formulation initiale dobfeme: optimiser les parametres
a, b, c, ... d'une fonctiory(a, b, c, ... ; X) de telle sorte que sa courbe représentative @asse
plus pres de points donnésx, y«). Bien évidemment, les expressions littéralesdgs/ées
et des primitives de cette fonction dépendentde, c, ... Mais, leurs valeurs approchées
calculées selon les formules précédentes, c'eseaded valeurs numériqué& , DDy, ..., &,
SS% , ... sont obtenues uniquement a partir des donfgesk) et sans avoir besoin de
connaitre a, b, ¢, ... : cette observation est fondamentale dans tapcéhension de la
méthode qui va étre exposée.



Supposons que la fonctioy(a, b, c, ... ; X) soit solution d'une équation différentielle
et/ou intégrale linéaire telle que :

2
v09= ACCH+ B Gy Y X ax §f KXo doral @xIXAT (B XY

avec®d(x), G(x), H(X), ..., g(X), h(x), ... des fonctions données ne dépendant pas e, ...
et les coefficienté\, B, C, ...,a, 5, ... dépendant de b, c, ...
Les valeurs approximatives sont donc respectivement

P =D(x); G =G( %) He= H( %) -ia=a( x): B8 =B( %) ;-

D, = Ok +1Yk+1~ Gk-1¥k-1
Xe+1 ™ %k-1
DD, = Ag+1 =Bk avechy, = e 1Y ier 1~ M 1Yk 1
Xe+1 ™ Xk-1 Xe+1™ Re-1

§0 1 8= %175(G ¥+ G1 kD K K9

1 _ -
S§=0 ; SB= 3§1+§(:k+=k—1)( K€ 1)
_ - - 1 ,
avec:Z =0 ; :k::k—1+§ HeYk+ Hic1Y e )&k X1

Si I'on remplace les dérivées et/ou primitivetdtes par leurs approximations, I'équation
cesse d'étre exactement vérifieée. On considers E@omme des écarts quadratiques :

zn:,s,f:Z(—yk+Ad>k+BSk+ CS@+..+a P+f D[Q+...)2

n
k=1 k=1

La relation est linéaire relativement& B, C, ..., a, 5, ... Ainsi, on se trouve ramené a une
régression linéaire classique qui permet de caldéedevaleurs optimums d®, B, Co, ..., o,

Lo, ... Finalement, puisqua, B, C, ..., a, G, ... sont des fonctions connuesa, c, ... on
aura a résoudre le systeme d'équation®,b,c,...)=A, ; B(a,b,c,...)=B, ; ... ; a(ab,c,...)=a,

; Bab,c,...)=4; ... pour obtenir les valeurs optimum des pararsetrb, c, ...

Des conditions complémentaires sont a prendreoasid@ération, concernant le choix
de I'équation différentielle et/ou intégrale. Outyg'elle doit étre linéaire relativement aux
coefficients (mais non au sens des fonctions ellésies, puisqu'on dispose du choix des
G(x), H(X), ..., 9(X), h(x), ...), I'équation doit, de préférence comportematute coefficients
Ao, Bo, ..., Qo, B, ... qU'il y a de parameétres initiaaxb, c, ... a optimiser. S'il y en a moins,
une (ou des) régression supplémentaire serra radeegsour calculer les coefficients ne
figurant pas explicitement dans I'équation.



De plus, pour ne pas surcharger I'exposé, on sidiné une forme réduite d'équation
différentielle et/ou intégrale. En fait, elle poitvaussi comporter plusieurs fonctiodgx)
différentes, plusieurs dérivées différentes (cqueslant a deg(x) différents), plusieurs
intégrales différentes (correspondant a @ég différents) et ainsi de suite pour les dérivées
multiples et intégrales multiples.

On voit donc que l'on dispose de possibilités mésbreuses pour adapter une
équation différentielle et/ou intégrale au problemdraiter. Toutefois, des contingences
pratiques limitent ce choix. L'une des principal@grres d'achoppement résulte des
difficultés inhérentes aux dérivations numériques.effet, dans les cas ou les points donnés
ne sont pas régulierement répartis, s'ils sontn@@obreux et insuffisamment proches les uns
des autres et si, pour aggraver encore la sitydéervaleurs deg ne sont pas assez précises,
les dérivées calculées deviennent trés fluctuartes, dispersées, rendant inefficiente la
régression linéaire qui s'en suit. Au contrairepmaéans ces cas difficiles, les intégrations
numérigues conservent une bonne stabilité (ce quiveut pas dire que les inévitables
déviations sont faibles, mais au moins elles résh@morties, ce qui est essentiel pour la
robustesse du procédé). Sauf cas particuliert d@sc largement préférable de s'orienter vers
une équation intégrale plutét qu'une équation catapbune fonction dérivée.

La généralité de la présentation qui vient d'&ree peut donner I'impression que la
méthode est ardue et difficile a mettre en ceuvees ld'est tout le contraire lorsque I'on cesse
de parler d'une facon abstraite, couvrant trop ake différents et lorsque I'on s'applique a
résoudre un cas concret.

L'un des exemples les plus spectaculaires est della régression sinusoidale (que
nous évoquons seulement, sans approfondir ici, aisera traitée en détail dans l'article
joint : Régression sinusoidale
Il s'agit d'optimiser les parametras, c et wde I'équation :

y(X) = a+ bsin(w X+ ccos X
Cette fonction est solution de I'équation différelie :

2
y(x) = A+ Bd Y avec: A= a etB:—i

dx? A

C'est une équation linéaire relativemenf &t B, qui sont eux-mémes des fonctions (tres
simples) dea et w. Qui plus est, les paramettestc n'interviennent plus directement. On est
donc dans un cas typique et des plus aisés d'appii€ de la méthode, sauf que s'agissant
d'une dérivée seconde, il vaut mieux s'abstenireurBlusement, il n'y a pas de contre-
indication a priori pour utiliser une équation miéle dont la fonction sinusoidale est
solution. Ce n'est guére plus compliqgué et donnegénéral des résultats largement
satisfaisants (cette étude est exposée de facaill@gtdans le papier joint Régression
sinusoidalg

Un premier exemple, plus simple, montre trés etagnt le processus de calcul : Dans
le paragraphe suivant, la méthode de régression égeation intégrale est appliquée a la
fonction densité de probabilité de Gauss.



3. Exemple : Cas de la fonction densité de probali# de Gauss :

Nous considérons la fonction de densité de prdibgba deux paramétres et u,
définie par :

1 1/ x—u 2
f(x)= —— 1
9 o Zﬂexy{ 2( o j o

La notation généralg(x) des paragraphes précédents se trouve donc étptae paf(x) en
raison de la spécificité de ce cas.
L'intégration [2] conduit & I'équation intégralg fbnt f(X) est solution :

' (t—u)f(t)dt=—go—(f(x)— f(%)) [2]
'Xl

f(9)- () = ij f(9 dt+ Bjx tHCy
& [3]

X il
avec : A:E\/z etB:—i\/E
o\l o\mr

C'est une équation intégrale linéaire avec la Qadiité de comporter deux intégrales
simples, ce qui entre dans les extensions meréema la fin du paragraphe précédent. On
calcule les approximations respectives, la premagémat notéé& avecG(x) = 1 et la seconde
notéeT avecG(X) =X :

$=0

= 1 [4]
S S<—1+§( k+t kD% %2 k2o
T]_:O

STy [5]
Te= Tk 5 0 et Xer Tied (e Xied ke 2- 01

En remplacanf(x) parfy, ainsi quef(x;) parf;, et les intégrales pd&k et Ty respectivement,
I'équation [3] n'est plus exactement vérifiee. @arche a minimiser la somme des carrés des

écarts :
n n 2

&= (~(f-f)+AS+BF) [6]

k=1 k=1
Remarquons que, si I'on avait choisi une autreéoriérieure d'intégration que, cela aurait
entrainé le changement fie mais aussi des valeurs numériques différentes foet Ty, le
tout se compensant et ne modifiant pas le rédult

La relation [6] n'est autre que I'équation de l@dsae régression linéaire dont on sait
calculer la solution optimurAy, B; :

m: %(S)° TS T ‘1[2( Y- ¥ %J
B) (28T X(M)?) \ZM—-WT

n
Avec conventionnellement}, = ) . On déduit ensuiter etz d'apres [3] :

k=1
S N R
1 B\ 7 ' 1

[7]

[8]

o | >



En résumé, le processus de calcul numérique ssivant :

Données (x1, f1), (X2, 2), ..., &, ), ..., &, )

- Calcul dess :
5.=0
Sc= St o (fr fdOk %) k2 )

Calcul desIy :
Tl =0

1
Tk :Tk—1+§(xk fikt X1 fie D (X Xied) k=2 - r1

Y(S)% TS T (P

S —WSGZ(%— YT
- Calcul deA; etB; :

m: 58 TS T ‘1(z< Y- ¥ %]
B) (ST Z()?) XMW
A

-Calculdealet,ul:alz—é\/% : ,ul:_E

-Calcul de :

Résultat o; et/n sont les valeurs approchéesalet i

Pour illustrer ce calcul ( figure 1), les donnéamériques ( Table 1) ont été générées
de la maniere suivante : Lgsont été tirés au hasard sur la plage des absaessglérées.
A partir de valeurs "exactes" donnémset 1. , (définissant la fonctiof(x) dite "exacte" dont
la courbe représentative est tracée en pointiliésasfigure 1), on a calculé |&xy) exacts
correspondants avec I'équation [9]. lls ont étdigasmffectés de déviations dont I'amplitude a
éte tiree au hasard entre — et + 10%f(@Q, ce qui a donne, apres arrondis, les valeurs
numériquesy indiquées sur la Table 1.

Cette modélisation outranciére de l'imprécisionlea ordonnées répond au souci de
lisibilité de la figure, de telle sorte que lesmisidits "expérimentaux”, figurés par des croix,
soient assez éloignés de la courbe en pointilléase méme esprit, un nombre exagérément
faible de points a été choisi de fagon a ce qudédésuts soient mis en évidence sur la figure 1
par une différence nette entre les courbes "exXa&espointillés et celles en trait plein
représentatives des résultats de calculs interinésliat final. Le fait que les points ne soient
pas répartis a intervalles constants selon legssescest aussi un facteur fortement aggravant
la difficulté.
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Figure 1 : Fonction densité de probabilité de Gagssmple de régression.

1 -0.932
2 -0935
3 -0.836
4 -0404
5 -0326
6 -0.042
7 0.068
8 0,202
3 0.433
10 058

Je
0.238
0.262
0.35
1.041
0322
0,755
0,583
0,34
0133
0,083

SF!:

0
001425
0.046029
0,352365
0429522
0.EE7ERE
0.741576
0,850269
088678
0908232

%

1]
-0.0137104
-0.0415616
-0.201022
-0.229147
-0.27633
-0.275872
-0.269172
-0.246335
-0.236968

a,= 04
Hy= -03

o= 0383915
£ = -0.283356

Table 1 : Valeurs numériques correspondantes @nfiple de la figure 1.

Sur la figure 1, le tracé des courbes représeptatiles intégrales "exactes" et des
points & , &) et &« , Ty) fait clairement apparaitre la cause principalelééations dans cette
méthode de calcul : L'intégration numeérique, biare gplus favorable que ne serait la

dérivation, n'est pas parfaite, ce qui entrainedéegations sur le résultatoy, 14) .

Pour se faire une opinion objective des qualitédéfauts de la méthode qui vient
d'étre exposeée, il faudrait mener une étude expétae systématique sur un tres grand
nombre de cas et d'exemples. Ceci reste a faing, ldat d'avancement actuel de I'étude.

Il est a priori certain que les déviations, casgesr le défaut inhérent aux intégrations
numeriques, seront considérablement réduites spdsts sont assez nombreux et leurs

abscisses réparties a intervalles assez reguliers.



4. Commentaires :

Il serait déraisonnable d'imaginer que la méthmdsentée ici peut remplacer celles
qui sont couramment utilisées, implantées dansolgisiels commerciaux et qui bénéficient
d'une longue histoire d'études, d'expérimentat&inde fiabilisation. On peut méme prévoir
avec quasi certitude que les méthodes de régressiohnéaires qui ont fait leurs preuves, en
travaillant par approximations successives, coremrgers un résultat plus précis qu'une
méthode directe, sans calcul itératif. Alors ordemande bien quel peut étre la motivation
du présent travail.

Certes, en général les méthodes récursives ntggsde connaitre au départ une
premiere approximation, au moins un ordre de granak résultat que I'on cherche. Ce n'est
pas un handicap en général car le praticien neppartans l'inconnu total. On pourrait penser
a la méthode de régression avec équation intégmle éventuellement, satisfaire ce besoin
de premiére approximation. Mais c'est un besoin biarginal, donc il ne faut pas voir la une
motivation sérieuse.

Certes, une méthode de principe simple, aiséegrgmmer, telle que celle présentée
ici, pourrait séduire quelques utilisateurs potatdans des situations particulieres ou I'on
cherche a avoir la maitrise totale des calculs ltpre exécute : L'utilisateur de logiciels
commerciaux est bien satisfait des résultats dolilmissent, mais peut parfois regretter de ne
pas savoir ce que fait précisément le logiciel siglué qu'il manipule. Néanmoins ce serait
une piétre motivation pour la présente étude queodéir fournir un outil moins performant
gque ce qui existe, dans le seul but de répondre sentiment de frustration a l'usage d'outils
dont on ne connait pas exactement le mécanisme.

En fait, il faut voir dans ce papier, non pas umetivation utilitaire dans le cas
spécifique de la distribution de Gauss, mais auraoe l'intention d'attirer I'attention sur une
idée plus générale : les nombreuses possibilittste$ par les équations intégrales pour
transformer un probléme de régression non linéairane régression linéaire et en déduire un
processus de calcul de principe non itératif.

Il est hors de question de vouloir concurrencequiea déja I'avantage d'exister et qui
mieux est, de bien fonctionner. Par contre, poderaa résoudre de futurs problemes, parmi
les voies possibles il serait dommage d'en oublher: celle qui fait I'objet du présent papier
et dont le paragraphe 2 constitue l'essentiel gedsentation.



Appendix 1 : Régression linéaire (rappel)

Lorsque la fonctiony = F(@, b, c,...; X) que lI'on cherche a optimiser peut se mettre
sous la forme :y =a f(x) + b g(x) +c h(x) +... , selon le nombre de paramétres a, b, c, ... et
avec des fonctions X\, gx), h(x), ... connues, le processus est linéaire relativéraar
parametres a optimiser.

Encore plus généralement, si la fonctign= F(@, b, c,...; X) peut étre transformée et
mise sous la forme : £f) = A f(x,}) + B g,)) + C h&.y) +...
avec des fonctions connues x| f(x,y), gy, hxy),... , A@@b,c,...), B@hb.c,...),
C(ab,c,...), ... le processus est encore linéaire relativéraer coefficients A, B et C, bien
qu'il ne le soit plus relativementaab, c, ... Mais il releve toujours d'une régression linéai
En effet, la méthode "des moindres carrés" conaisteercher le minimum de :

n

gZ(A’B’C“") - Z(Fk -(Afg+Bg+C h<+..-))2

k=1

Fe=F(XG Y TS TG Y0 ke I % Ydr hE B % W

Les dérivées partielles relativesAa B, C, ... conduisent au systeme d'équations dont les
solutionsAy, By, Co, ... sont optimum :

-

2 n
[6((;;) :—Z(Fk_(pb fk+Bng+C0h(+...)) fk=0

AiBy, Gy k=1

2 n
a((;;) == (Fe=(A fi+ By g+ G he+)) 6= 0

A B Gy k=1

2 n
agé) =_Z(Fk_(A0 fk+Bng+C0h(+.__)) h=0

A, By, Gy, k=1

n
La résolution de ce systeme linéaire, écrit corivanellement ave®, = >  conduita:
k=1

1
Ay IR PRSI (X DD I8 P >Ff.
B | _|Zfig¢ 20 Toh | |ZFRk
Co > fkhe X oehy thz > Ry

10



Ensuite, on obtient les valeurs optimum ajeb, c, ... correspondantes par résolution du
systeme suivant, dont les inconnues sgnibo, Co, ... :

Ay, 1y, @)= A
B(&: b, )= By
Clap, y, @.--)= G

qui est un systéeme d'équations non linéaires damadsure ou les fonctions a&¥,c,...),
B(ab,c,...), C@ab,c,...), ... ne sont pas linéaires. Mais cela n'’empécseque la régression
qui a été faite est linéaire, donc que ce casradaeplace dans le présent paragraphe.

Bien sdr, ceci peut étre encore étendu en cormsitigius de variables, par exempje
Y, z, t, ..., au lieu de seulemenrty et donc de travailler en 3D., ou 4D., ... au lieu2de.
Tout ce qui précede figure dans la littérature deoh plus détaillée et surtout mieux
structurée, avec des présentations adaptées ahéoeet générale. Ici, le propos était
seulement un bref rappel, avec les notations spaes cohérentes avec celles utilisées par la
suite.

Appendix 2 : Régression linéaire,
cas de la fonction de répartition gaussienne

Nous considérons la fonction de répartition gaars® non centrée, a deux parametres
o etu, définie par :

1 (* 1t-pu\°
FO)= j exp{—E(T’uj dt [11]

Un exemple est représenté sur la figure 2 (countymoentillés).

koox, R argErf(2F,-1)

#(x) 1 094 000 218512

! 2 4% 0m7 1,49912

3049 0,021 143792

4 0195 0097 -0,918415

5 009 0,258 0459283

| E 0045 0,258 £0,459283

031 7 0587 0,704 0,375967

8 0764 0811 0,952429

) 1 08l oA 0,952429
/ 10 0584 0,979 1,43792

— ——————— =04 ) = 0374482

-1 0.5 o 0.5 L= L=03 gy = 0266843
Figure 2 : Exemple de régression, cas d'une fomct@répartition gaussienne.

Les données sont les points dit "expérimentaux;' , K1), (X2, F2), ..., &, Fy), ..., X, Fn)

qui, sur I'exemple de la figure 11, présentent oadaine dispersion par rapport a leur
positions théoriques respectives,(F(xk) ) sur la courbe en pointillés représentativé-(ie.
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Une forme équivalente d'écriture B¢x) se réfere a la fonction Erf , dite "fonction
d'erreur” et définie par :

erf(z) = exp( ) [12]

Le changement de variable= i/ + \/_ 2 0 T dans [11] donne la relation :

F(x)= \/—jf" exp( )dT—}+ 1eff(\/:g} [13]

La fonction réciproque ou "inverse" de Erf est gaée par Eff) , ou Erfinv, ou argErf.
Nous utiliserons cette derniere notation.
Ainsi, la relation réciproque de [13] s'écrit :

\/Eg—argErf(z: &x)- 13 [14]

Ce qui conduit a la relation linéaire relativemani etB définis par :

A:i
y(x) =argErf(2F (x)- )= Ax+ B - \/EZ [15]
B=-—1t—
20

Il s'agit donc d'une régression linéaire sous smdola plus élémentaire, relativement aux
points &, Yk) avec legi calculés préalablement par :

Y =argErf( 2R -3 [16]

Les valeurs optimur,, B; sont les solutions du systéme suivant :

-1
Lﬁj :(Z(XK)Z > ka (z ykka -
B) XX n 2 Yk
avec conventionnellement), = i . On déduit ensuiter et s d'apres [15] :
1

k
_1r ., __B
Jl_\/EAL M A [18]

Pour lI'exemple traité, les valeurs numériqae®t (4 obtenues sont indiquées sur la
figure 1, ou la courbe représentative de la fomctiorrespondante est tracée en trait plein.
Elle est voisine de la courbe "théorique™ en pbati

En fait, 'exemple a été choisi intentionnellemawngc un trés faible nombre de points
et une forte dispersion pour que les deux courbesisbien distinctes l'une de l'autre, ce qui
est plutot dépréciatif et peu représentatif deulalite de ce qui est obtenu le plus souvent.
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En résumé, le processus de calcul numérique,itrgsdes est le suivant :

DLnéeS (Xl ’ Fl)! (X2 ’ FZ)I SRR (Xk,Fk), SRR (Xn ) Fn)

- Calcul degy, : Y = argErf( 2R - ])

- Calcul de)’ X, ,Z(Xk)2 2 Yo 2 Y X
- Calcul deAl etB; :

1 zxk n Zyk

1
- Calcul deoy et 4 : Jl:\/_Z—Al My =——=

A

Résultat a; et/n sont les valeurs approchéesalet i

Si I'on ne dispose pas de la fonction argErf im@etée dans le logiciel utilisé, un exemple
de listing pour les fonctions Erf et argErf est démpage suivante.

Note : Ce qui a est présenté en Appendix 1 et Bies connu. Toutefois, il était utile d'attiré&attirer I'attention
sur la différence fondamentale entre les probledeeségressions rappelés en Appendix 1 et ceuxddnés au
8.2 du texte principal. Il est également utile dmmkr un exemple de différence notable entre Iges&ions
appliquées a la distribution de Gauss, d'une gars de cas aisé de flanction de répartition (Appendix 2)et
d'autre part dans le cas difficitie lafonction densité(8.3 du texte principal).

Listing pour les fonctions Erf et argErf :

Les valeurs approchées de Krf(sont obtenues avec au moins huit chiffres
significatifs aprés la virgule On utilise le démgpement limité suivant :

1)K y2k X <2,7
Erf(x) = Z (-1 X
Jm&=k!(2k+1) |Erf(x)| < 0,999866
compléteé par le developpement limité asymptotique :
—y2 5 K + SiX>2,7;- six<-27
-1)" (X + D!
Erf(x) = +1- < Z( ) (Zk ) (2k + DII=1%3% . *(2k +1)
X\/I_T X
0,999865 | Erfk )< 1

La fonction argErff) est calculée par la méthode de Newton-Raphsorrételtat
argerff)) est obtenu avec au moins huit chiffres signifisataprés la virgule si

¥/ <0,999999999998 - | argErf(|¥ . Au dela de ce domaine, le résultat n'est pas
significatif.

Le listing (page suivante), écrit en langage Haseacomporte que du vocabulaire et
syntaxe élémentaires. Il ne devrait pas y avoidiffeculté pour le traduire dans tout autre
langage souhaité.

13



Function Erf(x:extended) iextended;
var

v, prextended:

k:integer:

bhegin
vi=0;
p:=1:
if [((=xr-2.7)and (x<2.7)) then
bhegin
for k:=0 to 30 do
begin
vi=v+pd (2 7k+1)
pr=—-prxtus (k+1)
end;
Vi=yrRrxSsgre (pi);
end else
bhegin
for k:=0 to 5 do
begin
¥isy+p:
pi=—pF2%k+1)/ (2%xvE)
end;
Visy¥exp (-x*x)/ (x¥sqrtipil);
if x>0 then v:=1-v else y:=-1-7v:
end;
Erf:=v:
end;

Function argErf (yv:extended) rextended:
rar

®iextended:

k:integer:

hegin
®:=0;
for k:=1 to 30 do
bhegin
MisH4EXp (H¥H) #3gro (pl) ¥ (v-Erf(®1172;
end;

argErf:=x:

end;

On pourra effectuer des tests par comparai x - grgBrf(y) | Erf(z) = ¥

des résultats du calcul avec les valeurs ci-cot
( faire également les tests avec les mér
valeurs mais négatives ) :

0.001 0.001128378791
0 0.11246Z916
1 0.342700732Z9
2 0.9953222685
2.699 0.9995645953
2.701 0.9995664351
4 0.9999999546
a ]

.99599599999954
14




REGRESSIONS NON LINEAIRES des genres :
PUISSANCE, EXPONENTIELLE, LOGARITHME, WEIBULL

Jean Jacquelin

La premiére version de ce papier date du 18/01/2009
La présente version a été mise a jour le 23/04/09.

Résumeé :

Les parametres de fonctions puissance, expornentmjarithme, Weibull sont optimisés par
une méthode de régression non itérative faisarglappne eéquation intégrale appropriée.

NON LINEAR REGRESSIONS of the kinds :
POWER, EXPONENTIAL, LOGARITHM, WEIBULL
Abstract :

The parameters of functions Power, Exponential alidigm, Weibull are optimized thanks to
a non iterative process of regression using a guaaeintegral equation.
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REGRESSIONS NON LINEAIRES des genres :
PUISSANCE, EXPONENTIELLE, LOGARITHME, WEIBULL

Jean Jacquelin

1. Introduction

Les deux cas de régressions suivants seront tsiitégtanément :

y=a+b X (X>0) (1)

y = a+ bexp(c x) (2)
En effet, dans le cas (1), si les données somtdeds K1 ,¥1), ... , Ka Yk ) + - &Koy Y ),
on calculera préalablement leg =In(Xy) 3)
ce qui raméne au cas (2) pour lequel les données 6@,y ), ... , &, Vk) » .-, &, Yn)

Diverses autres formes d'équations se ramenenéemeras :
- L'équation : y=a+b' exp( c (x—/,l)) est identique a (2) en posarii= b'expcu)

- L'équation : y=a + S In(x—-y) revient a (2) en intervertissant les notatiansty, ce qui
répond donc aux cas de régressions de fonctioasifbge a trois parametres.

- Etc. En particulier, le cas de I'équation de \W#i& trois parameétres sera traité au 8.3.

La méthode utilisée a été décrite au 8.2 de llartitRégression et équation intégrale”.

2. Régression dans le cas de la fonctioy(x) =a + b exp(c x)

L'intégration de la fonctiog(x) donne :

X b b ,
y(uydu= g x x)+—exp(c 3-— exp(cx, (4)
X1 C c
et en reportant exp) tiré de (2) :
X 1 b
y(Wdu= g x Y)+—(y a-—exp(cy (5)
X c c
D'ou I'équation intégrale qui sera utilisée :
X
y—(a+bexp(cx)) =-ac(x x+ § yyd (6)
X

Les approximations des valeurs numeériques l'intégraur lesx = ¢ sont calculées avec :
$5=0 etpourk= 2. n
1 (7)
Sc= St S (% %) (% %)
En remplacant dans (6) les valeurs exactes incenpae leurs approximations respectives,
I'équation n'est plus exactement vérifiée :

Y=y ="ac(x— ¥+ Ccg (8)
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On cherche a minimiser la somme des écarts ququesti

&= (A0 +BS~ (%~ V)’ ©)
k=1 k=1
avec : A=-ac ; B=c (20)

Il s'agit donc d'une régression linéaire relativetreux coefficientA et B, dont les valeurs

n
optimumA; etB; sont classiquement obtenues ( avec conventiomnetie => ):

k=1
-1
2
(Alj: 2(0-0%) Zo- (z(yk—yl)(xk—@j wn
B Z-ws 3(9) 20 =W
Ensuite, (10) donne les valeurs optimayretc; : a1:—ﬁ , =B (12)

B,

La forme de I'équation intégrale choisie n'ayamduit qu'a optimiser deux parameétres (le
troisiéme intervenant dans les valeurs numériquaas mapparaissant pas explicitement), une
seconde régression est nécessaire pour I'obtenfaitz compte tenu de la forme de I'équation
(2), on aura un résultat encore meilleur en effattlia régression linéaire relativement aux
deux paramétresetb :

n n
Ze& =Z(a+ bexp(g % )- )4<)2 (13)
k=1 k=1
etenposantc, =¢ ; & =exp(CrX) (14)
(azj :[n >4 ﬂz Y ] s
b) (T4 >672) (X yibk

En résumé, la procédure de calcul est la suivante :

L, C
Données dans le cas:= a+bX

Kioyn), X2, ¥2), oos O, Yy s (K s W)
- Calcul des = In(Xy)

Données dans le cag=a+bexpt X :
ki, Y, X2, ¥2), oons O, VW), -eny s V)

- Classement des points par ordre croissankdes
- Calcul dess,, équation (7)

Y% - %) (% -0 ST S,

2w %), Z(k- W R
- Calcul deB,, systeme [11]
- avecc; = ¢; =By , calcul deg (relations 12 et 14)

- Calcul de}’ 6, ,Z(é’k)2 2 Yk 2 Yidk

- Calcul dea; eth,, systéeme [15]

- Calcul de

Résultat
a, b, etc, sont les valeurs approchéesadé etc
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Pour illustrer ce calcul ( Figure 1 ), les donnéesmériques ont été générées de la
maniere suivante : Leg ont été tirés au hasard sur la plage des absasssflérées. A
partir de valeurs "exactes" donnégs be etc. , définissant la fonctiog(x) dite "exacte" par
I'équation (2), dont la courbe représentativerasee en pointillés sur la figure, on a calculé
lesy(xx) exacts correspondants. lls ont été ensuite @fedé¢ déviations dont I'amplitude a été
tirée au hasard entre — et + 10% y(&), ce qui a donné, aprés arrondis, les valeurs
numériguegk indiquées et représentées par des croix surueefig

Finalement, le résultata; , b, , ¢, ) est reporté dans I'équation (2) de la fonctiont
la courbe représentative est tracée en trait plein.

i %, Y Sk

1 029 0418 0 Y

2 0845 0412 0018675 ,

3 0ET4 0452 0049347 - b

4 0F59 048 0056337

5 054 0453 0158501

E 0573 0501 019046 5 ]

70433 0619 026596

8 0042 04 0,565024

g 0007 0911 05977

10 0054 0966 0E54765 ]

11 0088 0966 0ES7609

12 0222 1123 0827572

13 04001 1414 105463 2

14 0465 1683 115374

15 0633 21001 147159

16 0637 134 147368 l

17 079 24731 169591

18 0762 2276 176002

19 0791 2382 182713 N

20 2.38725 a;= 03 ;= 0313648
b= 0B Ay = 0574447
= 17 o= 1716023

-1 -0,5 1] 0,5 1 x

Figure 1 : Exemple de régression pour la fonctyona + b expC X

Pour se faire une opinion objective des qualitédéfauts de la méthode qui vient
d'étre exposeée, il faudrait mener une étude expétate systématique sur un tres grand
nombre de cas et d'exemples. Il est a priori ceqaie les déviations, causées par le défaut
inhérent aux intégrations numériques, seront cenaidement réduites si les points sont assez
nombreux et leurs abscisses réparties a intervagiesz réguliers.
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3. Régression dans le cas de fonction de répartitiale Weibull a trois paramétres

La fonction de répartition de Weibull & trois paedres &, S et ) est définie par :

_ t-u)?
F(t)=1- B R 16
(t) exp( ( ; j } (16)

Les données étarth ( F1), ..., &, Fx) , ..., €, Fn) on cherche a optimisgr B et a de
telle sorte que la relation (16) soit approximatiest et au mieux satisfaite pour fepoints.
La fonction réciproque de (16) est :

t=p+pB(-In(1-F))'? (17)
Et en posant : x=1In (—In (1- F)) (18)
et: y=t ; a=u ; b=g ; c:1 (29)
a
On voit que l'on est ramené au cas précédent:a+ bexp(c x) (2)

La procédure de calcul s'en déduit immédiatemeirtagisposant les notations :

Données

(l!Fl)! LR !¢k1Fk) y e ;¢n,Fn)
Procédure
- Classement des points par ordre croissanFges

- Calcul des , =In(-In(1- FR))
- Calcul dess :
§=0 etpourk= 2. n

S = Ser 5 (k* k) Ok %)

- Calcul deB :
1

(A) z((xk_xl)z) 2(%=%) & _ (Z(tk _tl)(xk_xl)J

8) | zt-ws 3( ) XS

- On obtient a, :%

- Calcul des§, =exp®B %)

()0 Za \(xk
- Calcul defz; et : (ﬂcj_[zek ngz)] (Ztkekj

Résultat a., [: etuc sont les approximations @e, 5 etu

Dans les représentations graphiques, il est cddusiegporter Irif) en abscisses et
In(—ln(l— Fk)) en ordonnées. Ceci est un héritage de la méthagdigue de linéarisation

en usage dans le cas @i~ 0 . Pour respecter cette tradition, il nous faerimuter les axes et
porter en abscisses fg)(et xx en ordonnées.
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La loi de Weibull s'applique généralement a ladi&hce de matériaux ou d'objets. La
variablet étant le temps, leg et lesFy se trouvent, de fait, ordonnés par valeurs crotesa

Un exemple de régression est présenté Figure & $lmuler une expérience, les
données numeériquesy,(Fx) ont été générées a partir de valeurs "exaags" [ et [k ,
définissant la fonctiofr(t) dite "exacte" par I'équation (16), dont la courbprésentative est
tracée en pointillés sur la figure. A chaduedonné, correspond une valeurtd=alculée par
(17). Ces valeurs de sont ensuite affectées de déviations aléatoireslant les aléas
expérimentaux, ce qui donne les valeyrsdiqués. Finalement, le résultat.(, & et i& ),
reporté dans I'équation (16), donne la fonctiorictdae" F(t) (dont la courbe représentative
est tracée en trait plein) :

t e
Fo(t) =1- ex —[ /”’Cj (20)
Be
ooy WCR(-FY) k5 B W(W(lE) S,
; 11202 0033 339452 0
0953 ] 21397 0082 248886 121627
05 S 1 1537 017 18ENT 184300
1 4 157 018 AE1108 248999
| 1768 023 134184 283935
1 o E 1856 0279 111744 33455
05 7157 0328 0922858 370001
: 81889 0377 0748219 40367
. 9 1918 0476 058956 43408
] -1 10 2098 0475 0439502 463991
11 2212 0524 0297951 49449
. 12 27349 0573 0161377 5265641
13 2453 0622 0027514 BE7RE2
24 14 2557 067 0105888 591199
0.1 15 2F95 072 0241349 B26101
. 16 2E02 0769 0382086 G.G2678
as] 3l 17 2678 0818 0538H 702475
=] 18 2706 0867 0701813 747965
| 19 3089 0916 0907023 807424
20 3441 0965 1.20968 9,05241
1 4 - _
; X 1 5 e Q=24 @, =244300
, . . . 8,=16 B =155%62
| 2 3 4 =08 4, =082099

Figure 2 : Exemple dans le cas d'une fonction partéion de Weibull & trois parametres.

La représentation dans le systéeme d'axes emplopéagique montre que la présence
du parametres, non nul ne permet pas la linéarisation graphigakitbelle, inconvénient
auquel on s'attendait, bien sdr. La régressiorcefée par le biais de I'équation intégrale a
permis la linéarisation et l'obtention de la courlpei se substitue ainsi a la droite
traditionnelle, en améliorant ainsi sensiblememdguation.

4. Conclusion
Les exemples précédents ( 8.2 et 3 ) montrent aarhom probléme de régression non

linéaire est ramené a une régression linéaire ghdee équation intégrale appropriée. De
cette facon, les procédures itératives habitusthes remplacées par un simple calcul linéaire.
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REGRESSION SINUSOIDALE

Jean Jacquelin

La premiére version du papiRégression sinusoidattate du 09/01/2009.
La présente version a été mise a jour le 15/02/2009

1. Introduction

Au titre apparemment anodin de "Régression sinladel, le sous-titre :
"Un cauchemar d'optimisation”
conviendrait bien pour ajouter une touche de néadisEn effet, il faut avoir été concerné par
ce probléme pour comprendre vraiment la pertinelecee mot. Mais de quoi s'agit-il donc ?

Ainsi que pour nombre de problemes du méme gdesedonnées consistent an
points expérimentauxx{, y1), (X2, ¥2), -.- , & Y, -.- , &n Yn). On cherche a ajuster les
parametres d'une fonctign= f(x) de telle sorte que sa courbe représentative gassplus
pres" des points donnés. En l'occurrence, il sdgitta fonction sinusoidale suivante qui
comporte quatre parametresb, cetw :

f(X) =a+ bsin(w X)+ ccosw X [1]
Cette fonction peut étre présentée sous la form@gnte :
f(X)=a+ psin(w x+¢)

[2]
p=+b*+c®> ; b=pcos@) ; c=psing’

L'expression "au plus pres" sous-entend un critoptimisation. En l'occurrence, on
considere la somme des carrés des écarts :

n n

o = D (Y= T =D (yi=(a+ bsin@ x)+ ccoso %))” [

k=1 k=1

C'est cette somme que lI'on tend a rendre minimuong, ld nom générique de "méthode des
moindres carrés".

Une situation révée se présente lorsque I'on ¢oanaiori la valeur deu En effet, la
relation [1] est alors linéaire relativement auxgoaetres a optimiser (b etc). Ce cas bien
connu ne mérite qu'un bref rappel, qui sera fapaagraphe suivant.

Dans tous les autres cas, on est en présence pdimbéme de régression (ou
d'optimisation) non linéaire, du fait que la somies carrés dépend non linéairementude

21



Une situation presque aussi favorable se prédemtgue I'on connait une "assez
bonne" valeur approchée de ce qui permet [l'initialisation d'une quelconquétimode de
régression non linéaire, dont il existe diversescdptions dans la littérature et dont certaines
sont implémentées dans des logiciels appropriespdtier plus longuement ici sortirait du
cadre limité auquel le présent papier est voloataént restreint.

Mais la situation cauchemardesque redoutée resskon. En effet, encore faut-il que
la valeur initialement estimée desoit "assez bonne"... Et c'est la que la fonctiomsdidale
se distingue d'autres fonctions non linéaires paicommodantes : Que Irssoient distribués
sur de nombreuses périodes, qu'ils soient aléatemerépartis ou encore que les valeurs des
Yk soient entachées d'imprécisions et voila la caitassez bonne” qui doit étre remplacée
par "trés bonne", voire "avec grande précision'trédment dit, il faudrait quasiment connaitre
d'avance levque I'on cherche !

La méthode originale proposée au 8.3 tend a ampart début de réponse a cette
gageure. Certes, il serait abusif de prétendre sgueobustesse est totale : on observera
quelgues unes de ses insuffisances au 8.4. Néasngpéte au premier résultat obtenu, nous
verrons, au 8.5, qu'un mode de régression origieal dents ce scie) permet de mieux
approcherw par une linéarisation améliorée. Finalement, & [@ésente un résumé des
performances observées au cours d'expérimentasgatematiques. Un synoptique de
I'ensemble du processus, qui ne fait interveninaumode de calcul itératif, est donné en
Annexe.

Avant d'entrer dans le vif du sujet, un avertissentoit étre donné en ce qui concerne
certaines des figures présentées (1, 2, 3, 7, Bl@s interviennent en tant qu'illustrations des
processus de calcul. Pour ce faire, on est biegébe fixer des données numériques qui ne
sont qu'un exemple parmi les innombrables cas lplessiAu vu de ces seules figures, il serait
aberrant de se faire une opinion, favorable ou san/efficacité de la méthode en question.
Ceci d'autant plus que I'exemple est dépréciatiigant été sélectionné de telle sorte que des
défauts apparaissent exagérément pour que lecaixplis données dans le texte puissent s'y
référer sans ambiguité.

On voit sur la figure 1 que les points dits "expéntaux” sont peu nombreux, trés
mal répartis et entachés d'une forte dispersions®©doute qu'il ne s'agit pas vraiment de
mesures expérimentales, mais d'une simulationisé&atle la facon suivante : Une fonction
dite "exacte" est donnée, avec les coefficiantde, Ce et ap indiqués sur la figure. La courbe
représentative est tracée en pointillés. gt été tirés au hasard sur la plage considér®e de
abscisses, puis arrondies aux valeurs indiquéedastfigure. Les valeurs exactes dgs
correspondants sont d'abord calculées par I'équétio Pour donner legg, elles ont été
ensuite affectées de déviations aléatoires de sgltee que I'écart quadratique moyegn
atteigne environ 10% de I'amplituge de la sinusoide, ce qui représente une dispetsden
forte et généralement bien plus grande que cadlesontrées en pratique courante.
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We= 2 k T %

11 de = 04 1 1983 093
4+

N by =13 2 1848 081
Y £z = -0 3 1837 0716
, Oe= 1471782 4 1827 0305
o N Tp= 01433 5 1663 0247
. . i o E 0815 1513
-2 oo oy vo2oox 70778 1901
8 0754 -1565
3 0518 189

10 0322 008

1 1 0418 0021
120781 1069
13 0337 0882
e 14 15 0183

15 1607 0311

+ 4+ Y
Figure 1 : Sinusoide "exacte" et données numeéridadexemple.
n
; . e 1 2
L'écart quadratique moyen est défini parg = EZ( f(x) - yk) [4]

k=1
La fonctionf(x) étant calculée avec les parametds, c et wcorrespondants a I'exemple
consideré.

Les valeurs arrondies dgg , indiguées sur la figure 1, constituent les desnée
I'exemple numérique illustrant les paragraphesasus: Il convient de noter que les valeurs
exactes dee, be, Cc €t @ qui sont reportées sur la figure, ne sont pdségis par la suite
(sauf @ dans le cas particulier "simpliste” du §.2). Eltksivent étre oubliées dans tout le
processus que nous verrons et qui n'a, pour baseattrils, que lexy, yx) donnés. Bien que,
pour mémoire, la sinusoide "exacte" apparaisseoamtilfgs sur les autres figures, cela ne
veut pas dire que la fonction [1] avec les paraesetfe, be, Ce , @ ) soit utilisée, ce qui n'est
pas.

Les figures ont un autre réle qui sera apprécgmEsonnes désirant mettre au point
un programme d'ordinateur : Les données et résult@anériques portées dessus permettent,
si besoin est, de reproduire exactement les catieulexemple donné ici. Ainsi, un logiciel de
régression, construit selon le principe décrit,rpmétre vérifié et éventuellement corrigé.

2. Cas ou w est connu a priori

La valeurw= « étant fixée, l'optimisation ne porte alors queles parameétres, b
etc de [1]. Les dérivées partielles de [3] , relatieminaux parametres a optimiser, conduisent
au systeme de trois équations :
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2 n
(ai] =2 (i~ (a0 + By Sin@@, %)+ G coste %)= O
CHR)

da
k=1
0&? . . .
% :_ZZ(yk_(aO"'tbsm(we Xk)+ Q)COS(‘)e Xk)) Slr@e Xk): C
(8,0, @) k=1
2 n
] =2 (w-(a+ by sinG, %)+ 6 08t X)) oS, % 3

(89,0, @) k=1
[5]

n
La solution est donnée par le systéme [6] suivargc conventionnelleme = >

k=1
3 n Y sin(wsxy ) 2. COS@eXy ) - > Yk
by [=| Zsin(wsxy) Y sirf WXy ) Y. sin X ) COSP X | XY Sig X )
Co) | Zcos@nx,) T sinex,)cosox, )Y coSdx ) 2 Yk COSEeXy )

[6]

Le résultat obtenu est présenté en figure 2. Orrgbsen particulier que I'écart quadratique
moyena, est pratiquement le méme qag sur la figure 1. Cela signifie que la régression
effectuée n'a aucunement augmenté la dispersiopalets expérimentaux par rapport a la
sinusoide obtenue en remplacement de la sinusei@ete”. Evidemment, ce serait trop beau
et trop facile s'il en était toujours ainsi. Enetffapres ce bref rappel, il faut aborder la
difficulté essentielle : calculer une approximateatisfaisante dey lorsque la valeur exacte
n'est pas connue a priori comme supposé dans qeéngide.

Y @y = 2
. @y = 0397903
Sy by = 1.283089
cy = 1573568
O = 1405425
O = 0147455
2 2 x

Figure 2 : Cas owest a priori exactement connu.
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3. Linéarisation par une équation intégrale

L'idéal étant de ramener le probleme a une foremeédression linéaire, il est parfois
tentant de passer par l'intermédiaire d'une égudifférentielle linéaire ayant pour solution
la fonction considérée, comme par exemple dansdepcésent, I'équation suivante dont la

1 d?f(x) -
o dx?
ce qui conduirait, apres les dérivations partielle [8] a un systeme linéaire a deux

inconnues et 8= 1/af
n n

o= D (Vim TN =) (Vem a= B y'(%)° @

k=1 k=1

fonction sinusoidale [1] est solution f (X) = a—

Malheureusement ce n'est pas viable en pratiqud &eentuellement si lI'on dispose d'un

grand nombre de points expérimentaux trés bieniluigts). En effet la pierre d'achoppement
est le calcul deg'(xs) a partir des points &, yx) donnés : les déviations sont beaucoup trop
grandes en général (on en verra une illustratiofasiigure 3 ).

Par contre, au lieu des dérivées, le calcul nuquérdes intégrales est nettement moins
problématique. Il n'est donc pas étonnant a cel'ques'oriente plutdt vers une équation
intégrale ayant pour solution la fonction consige@mme par exemple dans le cas présent,
I'équation [9] dont la fonction sinusoidale [1] sstution :

f(x)=—w2_[xjvf(u)dudv+ R X [9]
X %

P(x) est un polyndme du second degré dans lequebkfiigents dépendent dg b, ¢, wet
des bornes inférieures d'intégratioret; .

Bien entenduP(x) peut étre completement explicité, mais cela aiait I'exposé sans grand
intérét immédiat. Mieux encore, I'étude complétentreo que le choix des bornes inférieures
d'intégration n'a pas d'influence sur la régresqigirva suivre, en ce qui concerne son résultat
essentiel, c'est-a-dire la valeur deoptimisée (qui sera notég ). Ainsi, pour simplifier,
NOuUS Posonsx; = X = X; ce qui conduit a une fonction de la forme suivante

f(x)= ASE X+ Bk+ Cx | [10]
sgy=( [ dudv: A-o? . BL a?
=] [ (o x

avec :{C =—aaf X + bwcosw % )- aw sinf x) [11]
D=a+%aa)2>g2+(b+ cw X)sin x)+ (¢ lw Ycosw X
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Les coefficientA, B, C et D ne sont pas connus. Mais ils peuvent étre optsrjisé
régression linéaire, a condition que 15X soient préalablement calculés. Pour ce faire
nous effectuons successivement deux intégratiomenques :

[S(x%)= §=0
X [12]
S(%)= &= $-1+%( o) K k) k22
Sg Y= S§=0
1 . [13]
SH=58= S8+,( 8 I % ) =R

Bien entendu, ceci suppose que bes ) aient été préalablement ordonnés selon les
X croissants. La somme des carrés des écarts aiseniest donc la suivante :
n

g(za,b,c,w)=2(yk_(ASSk+ B¥2+ C%+ @)2 [14]

k=1

Inutile de revenir sur la méthode de dérivatioagiplles déja vue, relativementfa
B, C et D, pour obtenir I'optimumAj, By, Ci, D;), puis successivement, a;, by, ¢; (d'apres

[11]):

2 2 -1
ALY | Z(SR)° X X" SR X X SSISK| (IywsSk

Bi|_| 2%7SS T X X x| | Tyl

= 3 ) [15]
C1 %S X X > X ¥ X 2 YieXc
Di) (=s§ =x* Tx n 2 Yk
2
1
<b1=(le12+ Cix¢ Dr a])sin(a) 1x)+wi( Ct2 le)_cos(u 1X1 [16]
1
_ 2 1 : :
Cl—(le1+C1 Xt D aj)cos@ 1xj)—w—( C+t Zle) sinfw 1 X4
1

L'ensemble des résultats obtenus concernant If@eedtant regroupés plus loin sur la
figure 10, il convient de s'y reporter pour y treules valeurs numériques dg as, by, ¢, et

voir la représentation graphique de la fonctiorusgidale correspondante, repérée (1), par
rapport a la position des points (k).
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Incidemment, il est intéressant de comparer, éddirce que donnent les intégrations
numeriques [12] et [13], comparées a une dérivatomvoyant les oscillations importantes
pour cette derniere ( exemple de point nofé:), et encore plus si on effectuait une seconde
dérivation (non représentée en raison de I'amm@iextessive des fluctuations), il est patent
que la méthode basée sur I'équation intégraleetttment plus fiable que pourrait I'étre celle
basée sur I'équation différentielle.

S, S8,

n n
0.020555 000053471
0.115245 000562673
0123358 000951331
0.217304 00373033
-0.31838 -0.005M 053
0.382033 00179775
-0.,423631 -0.0276456
0832023 0175313
10 -1,60633 -1.20018
11 -1.60347 -1.35428
12 -1.40564 -1.90043
13 -1.26081 -2.10041
14 0968286 -2.74284
15 0934327 -2.834E3

L= B = L R T~ B

[dn]

Figure 3 : Intégrations numériques et comparais@t une deérivation.

Néanmoins on reste conscient que, si les poimisrdtplus nombreux, leg mieux
répartis et lesx moins affectés de dispersion, les fluctuationsaisat d'ampleur plus
acceptable. Toutefois, n‘oublions pas que nousheechons pas ici a traiter des cas faciles,
mais au contraire les cas difficiles.

4. Etude succincte des performances

Le parametrewv est celui dont I'optimisation est primordiale. Gmmprend bien que si
cette optimisation est réussie et quoi qu'il e deia, b et c, on pourra toujours se rabattre
ensuite sur la régression classique vue au 8.2&ssaire. On se contentera donc d'une
investigation restreinte aux résultats vis-a-vigue.es trois facteurs les plus influents sont :

- le nombren, de points par période de la sinusoide,
- le mode de répartition des points selon les abssi:

- Soit équidistance xq+1-X« = constante
- Soit aléatoire x, est tiré au hasard sur la plage allouéexaux

- la dispersion des ordonnégg , caractérisée paro{/p.) c'est-a-dire le rapport entre
I'écart quadratique moyen [4] et 'amplituddalsinusoide.
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4.1. Répartition "équidistante" des abscissesseedsion nulle des ordonnées :

On constate que le résultat/a: , espéré égal a 1, est affecté d'une déviation qui
dépend dey, et d'autant plus faible qug est grand (Figure 4). Il serait envisageable d'en
déduire une fonction empirique permettant de laiger. Mais cela n'aurait pas grand intérét
car la correction ne serait pas satisfaisante eEnsas de répartition aléatoire des points qui
sera étudiée plus loin. Une méthode plus génélald,le principe est exposé au 8.5, apparait
mieux appropriée.

g w2
£1.34 g
. 5 1.273

B 1,156

7 1,103

a 1.073

q 1.055

1.2 10 1.043

11 103

12 1.028

13 1.023

14 102

1,17 . 15 1.017

16 1.015

. 17 1.013

= 18 1.0z

e .., 19 1.01

1 — 20 1.009

5 10 15 20 *p
Figure 4 : Influence du nombre de points par p&;jodpartis de facon équidistante.

4.2. Répartition aléatoire des abscisses des psimts dispersion des ordonnées :

Du fait que les sont donnés aléatoirement, le calcul pour desrtiBpas successivement
tirees au hasard donne desd'autant plus dispersés gagest petit. Pour une valeur dg
fixée, la fonction de répartition correspondant@ésgitant de 10000 simulations) est
représentée en figure 5. On constate que le résulthw , espéré égal a 1, est affecté d'une
déviation encore plus importante que dans les tiondidu §.4.1.

F
1
05l fod o @, my 10 1,099
’ g <z =024 12 1
15 1,053
20 1033
\ 50 1.006
S ] | | |
0.9 1 1.1 1.2 1,2 %
(=4

Figure 5 : Fonctions de répartition de (répartition aléatoire deg, dispersion nulle deg)
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4.3. Répartition aléatoire des abscisses des paivs des ordonnées dispersées:

Ainsi que l'on devait s'y attendre, la dispersias dy est plus étendue que dans le cas
précédent, ainsi qu'on le voit nettement sur larég 6 , dans le cas defps) = 10% , a
comparer avec le cagi(pe) = 0 représenté en figure 5. Néanmoins, la vatetdiane est peu
affectée.
P -
1

0,5

h L@y
Pla,<g, 179%5¢ 12 1
15 1.057
0 103
\ S0 1007
0,9 1 1,1 1,2 1,3 %
=1

Figure 6 : Fonctions de répartition dgavec dispersion sur les ordonnéegge = 0,1)
5. Cas ou les paramétrea et p sont approximativement connus

Nous nous intéressons maintenant a la fongtienf(x) exprimée sous sa forme [2],
dont la fonction réciproque fait apparaitre unsarcque l'on converti ensuite en arctg :

f(x)—a
\/pz—(f(x)—a)z [17]

WX+ @ =xD(X) + 7TK(X)

®(x) = arct

arctg deésigne la détermination principale (congrestre H2 et #72) de la fonction
multiforme. Le signe d& et I'entier relatiK ) dépendent de la demi période de la sinusoide
sur laquelle le pointx( y) se trouve, donc dépendentxdd'une facon discontinue. On montre
d'ailleurs que le signe est +kj est pair et — s'il est impair.

Si on considérap(x) isolément, il s'agit d'une fonction en dentssdee (figure 7,
courbe en pointillés). Les points ( Pi) avecdy = P(xc) sont repérés par des croix. Présenté
ainsi, le probleme devient celui d'une régressiondents de scie, qui est largement aussi
"cauchemardesque” que celui de la régression ditaiso En effet, lorsque rien d'autre n'est
connu que les pointsy(, @), la détermination d& est difficile et tres empirique, donc
d'une fiabilité non assurée dans le cas généra.siluation est différente dans notre cas
puisqu'on a déja obtenu les ordres de grandeupal@snétres ay, by, c1, @, ainsi queo; et
@1 par les relations [2]. Dans le cas présent, g s&péré par l'indice 2, nous posons :

2,=8 ; P=p=y b+l pLos@ )= by i psing )= c
| . | o [18]
Sib>0 - ¢5= arctéEJ ; sib <0 - ¢ fF arcth—JHT
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Il s'agit d'abord de calculdt;, Ky, ..., K¢, ..., Ky, ce qui peut étre fait de diverses
facons, par exemple la suivante, dans laquelleriation round consiste a arrondir un réel au
plus proche entier :

WX +¢@
K, =roun A S [19]
Vs
Une autre écriture de [17], appliquée aux xc , on montre mieux relation de linéarité
approximatived = wp X« +@» entrex, et 4 défini par :

-

G = (-1 arct 2yk _ >
VP22 = - 3) [20]

S pzzs(yk—az)z - arctg:+g siy > & ou:g sij < &

On voit, sur la figure 7, que la série de points (Py) repérée par des croix est transformée en
une série de pointgy(, &) repérés par des carrés, dont certains coincident.

Eo®, K &
3 ] 1 116334 1 430553
2 o0arsIel 4 417
() 2 3 0884433 1 -4,00809
- / | 4 111266 1 -4.25425
. 5 0438724 1 358032
i E 0930033 4 21515
7 45708 0 15708
8 106193 0 1,06193
g 508 0 15708
10 0288353 0 0299353
11 0266008 0  0,266008
12 15708 1 15708
12 1045886 1 209573
14 0389845 1 2,75295
15 0490008 1 265159

Figure 7 : Transformation de la fonction en demsce en vue de régression linéaire

Il est clair que les pointsy(, &) tendent a s'aligner, ce qui rend possible lagssjon linéaire
ayant pour but I'optimisation des parametres didde : ay est son coefficient directeur ¢4
son abscisse a l'origine. Pour ce faire, on caldalleord leg par la relation [20]. Ensuite, le
résultat est obtenu classiquement :

2 -1
<[z Zx](Z8%) o
P 2% n 26
Complété par: b, = p, cos@,) ; C,=p,Sin@,, [22]

Les résultats numériques sont récapitulés sugladi 10 ou la sinusoide correspondante est
tracée (repere 2).
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A cet état d'avancement des calculs, les perfacesarelativement aux optimisations
de w sont résumeées sur les figures 8 et 9. On congtetda déviation sur la valeur médiane
ah est bien corrigée, ce qui était I'objectif de esttconde phase du processus d'optimisation.

P -
1

[ » am
r @,
g 10052
............................................... P{ 3%2<g2m}=0,5 < 10 10027
g e 12 1,009
15 1,0013
| 0 10006
0.5 1 1,1 1,2 1.3 &

@
Figure 8 : Fonctions de répatrtition dg (répartition aléatoire deg, dispersion nulle deg)

0.9 1 1.1 1.2 13 @
g

Figure 9 : Fonctions de répartition dgavec dispersion sur les ordonnéegd. = 0,1)
6. Résultats du processus d'optimisation complet.

A partir du moment ou on dispose d'une valeur agp¥e (» ) de w, la méthode classique de
régression rappelée au 8.2 peut étre appliquée :

-1

ag n T sin(wyX) 2. cosur X ) 2 Yk
by |=| Zsin(@yx,) X sin @,x, ) Y sinfyX, ) COSPHX Y Vi SinPo% )
G Y cos@yX, ) Y SinfoX, )cosox, ) X cdS dyXy ) 2. Yk COSy X )

[23]
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Ceci permet une optimisation finale des paramatie®nsionnels de la sinusoide, ce qui
n'était pas réalisé dans I'étape précédente, pusa@r p, etaient fixés. Le résultat final, pour
I'exemple considéré, est présenté sur la figurésitiisoide et ses parameétres, repere 3). Les
résultats intermédiaires (sinusoides 1 et 2 ausrs lparametres respectifs) sont reportés sur
la méme figure.

(1 (<) (3)
@=23253% 202074 202074
@ = 0345959 0345953 0405617
h=134913 135253 1272
£ =035833 0345283 0577491
©=13931 133591 133997
@ =025961 0243348 0425231

Figure 10 : Exemple de résultat de la régressimmssidale.

Cette figure pourrait faire croire que le procédgé@pparente a un calcul par
approximations successives tendant a faire convéegecourbes en trait plein vers celle en
pointillés. Il n‘en est rien car l'itération du pessus reste sans effet : la répétition du calcul
ne modifierait pas le résultat puisqu'elle est basdr les intégrations numériques initiales,
dont les déviations sont toujours présentes etimenderaient donc pas d'un cycle d'itération
au suivant.

Pour se faire une opinion aussi objective queiplassur les propriétés de la méthode,
il faut effectuer un grand nombre de simulationssddifférentes conditions. Il convient de se
reporter aux figures 8 et 9 pour un résumé deadtats concernant le parametse, dont
I'optimisation est primordiale. En effet, il n'ypas de changement ensuite puisgsie .

Pour chaque simulation dont le résultat egf és, bs, c3), I'écart quadratique moyen
03 est calculé par :

03 = 1Z(yk ~ (35 + bySiN@ 3% )+ G;C08W 3% ))° [24]

n
k=1

Pour une valeur de, fixée, la fonction de répartition de{p.) est tracée a la suite de
10000 simulations, chacune différant des autreslgsak, y«) puisque les ordonnées sont
affectées d'une dispersion caractérisée par uh geadratigue moyed, (défini au 8.1). Pour
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le tracé de la figure 11, les dispersions sorltsks de telle sorte que le rappost pe Soit
toujours le méme soit 0,1 . Par contre, les abssidss points sont données différemment :

- Figure 11(a) : les abscisses des points suésesgit a intervalles égaux.
- Figure 11(b) : les abscisses sont distribuédsaaard (aven, points par péeriode)

Il peut paraitre surprenant au premier abord @seécarts quadratiques moyens
obtenus sont en général nettement inférieurseanitial. Cela se comprend du fait que I'on
remplace la sinusoide dite "exacte" par une silestiptimisée” qui, en fin de compte, passe
souvent plus prés des points lorsque leur dispessd forte. Ceci est lié a I'optimisation de
a» qui peut différer notablement da comme on I'a vu sur les figures 8 et 9. De ce f&ihs
le cas de forte dispersion des ordonnées des pdintg a pas d'aggravation aussi importante
gu'on aurait pu le craindre lorsque I'on passeasu(@) au cas (b).

P P
i Fﬂl}ﬁ I1([! - i
i I
/ —Z -0
2
0,5 0,54
0 . 04
0 0,05 0,1 Ty

Figure 11 : Fonctions de répartition des écartslqaimues moyens,
avec répartition des abscisses : (a) équidistai¢ au hasard.

La plus grande différence entre les cas (a) es€®itue au niveau du taux d'échecs du
calcul. Il faut bien en parler, car c'est le loimcoun de toutes les méthodes, lorsque les points
ne sont pas réguliéerement distribués. Ceci esitai#le : il y a une probabilité, certes faible
mais non nulle, que I'on tombe sur une situatioriou$ les points sont proches les uns des
autres : au quel cas la sinusoide n'est pas définfe peut donc pas étre caractérisée, ni
méme approchée. Cela se traduit de diverses fagos la méthode de calcul, par exemple
une indétermination (division par un nombre tropswode zéro), inversion impossible d'une
matrice, racine carrée d'un nombre négatif , etc.

5 Dans la méthode décrite ici, c'est majoritairenanhiveau
du calcul de w, dans [16], que I'échec se révele,
0,014 o g >
E My = T heureusement trés rarement. Pour des centainedllgesm
] 8 g _+_,__.+-----"" de simulations effectuéeaucun échec ne s'est produit
| e E e " dans Igs cas de type (g):e qui n'est pas étonnant puisque
R e les points ne peuvent jamais étre tous groupéscétare,
0.001 A 1]1]4» -
el [Pt A dans les cas de type (b), on observe des échedslalon
T 11+_____+_..--i fréquence, trés faible, dépend de la dispersiorddesées
1 £ E— +12,|,+ et du nombre de points, ainsi que le montre lar@dL? (qui
i a nécessité pres de cing cent mille simulations patune
0,00014 + £ £ vue a peu prés cohérente puisse en ressortir).
o 0,05 01 &  Figure 12 : Taux d'échecs (ordres de grandeur).
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7. Commentaires

Il serait présomptueux de prétendre que la métipoélgentée ici est I'ultime solution
au difficile probléme de la régression sinusoid&enjecturons plutét qu'elle offrira des
avantages pour certains créneaux d'applicationa roBustesse surprend parfois dans des
situations hasardeuses ou I'on ne dispose querdlativement faible nombre de points,
éventuellement assez mal répartis par exemple. % p est possible que les cas ou la
régression porte sur un petit nombre de périodda dmusoide, voire méme sur une fraction
de période, lui soient plus favorables.

Certes, la méthode elle-méme n'est pas du geram&ulcpar approximations
successives" et n'est pas fondamentalement adagtéduer vers un processus itératif, si I'on
souhaitais améliorer ses performances. Mais riempéche de la prendre en considération
pour obtenir une premiere approche de qualité, @atuservir a initialiser un calcul récursif
selon une méthode différente.

D'un autre point de vue, la simplicité du prirecgur laquelle est basé le processus de
calcul et la facilité avec laquelle le programmeeutfp étre écrit et mis au point sont
certainement attractifs aux yeux de certains atiisrs potentiels.

En fait, I'eécriture d'un programme basé sur lesaéigns qui ont été données est
beaucoup plus aisé qu'il n'y parait a la lectues gages précédentes. Les nécessaires
explications obligent a des développements etigeédes formules intermédiaires dont on n'a
nul besoin dans le programme. Il convient d'éladgaat ce qui est superflu pour le calcul
proprement dit. On en tirera la substantifique negesi I'on peut dire, dans I'Annexe
suivante.

Appendix 1 : Résumé du processus de régression sauidale

Données (xi, Y1), (%2, ¥2), «-- » & Y, -+ 5 &ny Yn)
Premiéere partie :

[12]: Calculde §,S, ..., &, ..o, S

[13] : Calculde: S, S5, ..., &, ...,
[15] : Résolution du systeme donn&at, B, , C1, D;

[16] : Calcul dewy , a1, b1, C1
Deuxieme partie :
[18] : a; =a; et calcul dgo, = p, et ¢y
[19] : Calcul d&Ky, Ky, ..., Kk, ..., Ky
[20] : Calcul de&, 6>, ..., bx, ..., O
[21] : Résolution du systeme donnantet @,
[22] : Calcul dax; etc;
Troisieme patrtie :
[23] : Avecas = ap , résolution du systeme donnagt, bs , C3

Résultat ax , a3, bz, c3 sont les approximations d&,a,b, c
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Appendix 2 : PROCEDURE détaillée de REGRESSION SHMDALE

Données: (X1, Y1), X2, ¥2), ... , Ko Yi)s «-- » (o, V)
Premiére partie :

- Ordonner les données selon les valeurs croissdeie
-Calculde §5,%, ....%, ... S

S =0

S = Sk—l"'%( ¥+t Yeo)( X %) Kk2a

-Calculde: §, S5, ..., &5, .... 5
S$=0

S§=Sgu+,( B S) ¢ ) Hea

- Calcul des sommes :

k=1 k=1 k=1 k=1

Yisg 0 s D ks Y & g
k=1 k=1 k=1 k=1

n n n n
. . 2 .
Zyk , ZYka , ZYka , Z Yk S&
k=1 k=1 k=1 k=1
- Résolution du systéme donn#at, B; ,C;, D1 :

A [ Z(SR)P T X SR T K SSISK| (TS
Br|_| £%%S% T ¥ T ¥ IxZ| |Zwe’
Cq Y%SS T f Zxk2 > Xi¢ 2 Vi
Di) lzsg =¥ Tx  n > Yk

- Calcul deww, ,a; ,b1,C1:

_ : _2B
W1 ="A1 ’ al_wz
1

1
b12(81x12+ Cixq D a])sin(a) 1x3+—( Ct2Byx)cost 1 x;
w1

1
Cl=(le12+ Cixi D a])cos(a)lxl)——( Ct 2 le) sinfw 1 X,
W1
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Deuxiéme partie :

pra e sen) o
P2 =Py =07 +cf b <0 - ¢1=arctg{gj+ﬂ <0 - ¢=-m/2

- Calcul deKy, Ky, ..., Ky, ..., Kp: Ky = roun((a)lxtr%j

[ La fonction round consiste a arrondir un réeplus proche entier ]
- Calcul deé, G, ..., 0k, ..., On:

Yk &
2 2
\/,02 —(Yk — &)

Si P2 > (yy —a)? - 6= (D arct + Ky

.2 2 s> - G=5 (D) r iy

sy <a - G=—2(D)%+mK

n n
- Calcul des sommes : X Z xk2 ; Zek ; Zekxk
k= k=1 k=1

=]
S

[EY
=
11
[N

- Résolution du systéme donnauntet ¢- :

Wa ) _ Z(xk)2 > X _1[29ka)
¢2 2 X n 26
- Calcul deb; etc; b, = p,cos@,) ; C,=p,sing,,

Troisieme partie: avec a = w
- Calcul des sommes :

n n n n

Zsin(agxk) ; ZCOS@%;Xk) ; Z Sif W3 ) Z co$ 3% )

k=1 k=1 k=1 k=1
n

Zsin(agxk)coswg,xk) ; i Yk Zn Yk Sinfsc ) Zn Yk COS03 X
k=1 k=1

k=1 k=1

- Résolution du systéme donnasgt, bs , Cs3 :

ag n 2.sin(wsxy ) 2. COS{u3X ) - 2 Y
by |=| Zsinwy) T sin’ @sx, ) Y sinfugX, ) COSP3X > Vi Sinps% )
G Ycos@sX, ) T SinfaX, )cossX, ) Y oS dhax, ) 2 Yk COS3X )

Résultat: a5 , az , bz, c3 pour I'équation optimisée y = ag + bz sin(a X) +C3 COS(@y X)
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Application to the logistic distribution (three paneters)
Jean Jacquelin
The logistic laws of probabiliti?(x) and distributiorD(x) are :

X—H
o

oo )

In practice, the experimental data is related ttree parameters law :

A

exp| -

P(X) = D(X) =

1 :
;{ x—ﬂj {'u>0’ J>(}
l+exg ——

g

V() = Y DB = oy it A= Yo,
1+ exp{— )
o
Search for an adapted integral equation :
Iy(x)dx=I 4 dx=/ 0In(l+ exr{—x%"ujj+)l(x—,u)

1+ ex;{—x;'uj
|n(1+ exp{—x%"ujj:m(iyj - [y a(Ing - Ing )4 x4

.oxy(x)dx= (A0 (In() =In(y(2))+A4 x4 1) ~(A o {IN(A) =1 Yeoy)) -2 11
A

1+ ex;{’uj
o

Oxy(x)dx: —Aoin(y(x))+4 xt+A Uln(y(xzo)) where  Yx=) =

k=1 aIn(y(%)+1 %+ Aain()-1 Jln(1+ exp(gjj

1 X P
In(y)=-—[ voya = x+|n(/l)—ln(l+ eXp(gD

But two difficulties arise in numerical computatiwiith this integral equation.
First: If some values ofy are close to 0, or even worsey#0, then Iny) is big or infinite. In
order to avoid a failure of the computation processwill use :

[ A _ H
yln(y)= y ayJ.o V(%) dx+/] > xyl-[ln(/]) In[1+ exp{O_]D y
becauseyin(y) tends to 0 when y tends to 0. So, we can se®B0(

Second The numerical integration processygk) from x=0 tox=x, suppose to know(0).

If x; (i.e. the lower known value of) is not O or not close to 0, the starting valueannot
be set to 0 and requires to be approximated, whiahcause of deviation. In fact, it is more
convenient to translate all the pointsy| so that the first one be locatedka0.

The point &, Y«) is remplaced byXx, yx) whereX=x¢-x; . Of course, in the equatior-{) is

replaced by §-x.)-(1-x1) = (X-(1-X1))
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The linear relationshipis Y = AR(X)+ BR( X+ C R( X} where:
X
Y=yin(y ; k= yjo ydx; b= Xy; E=y

a=--1 . g1 C=In(A)—In(1+exp{uD
Ao o o

a linear regression leads to the approximations & C and then, to those of, g, 1.

Algorithm :
Starting from Data :  X(, V1), (X2, ¥2), -y % Yk)s ---» 0y Vi)

Rank Data from lowex to higherx

Compute: X, =x.—x% from k=1 to k=r

5 =0
Se=2 0%+ er) (X %)

Linear regression : Compute the components ofrtieix M and vector V :
n

'V'1,1=Zn:()’k5k)2 : M2,2=Zn:(xk )R M1,2:Z( %)

Compute & :

k=1 k=1
Ml,ZZZ(YKSK)(Xk %) 'Vh,3=2( %S0 % 'Viz,fZ( % W ¥
k=1 k=1 k=1
Vi= ) (S)(wm(x) i ¥=> (% W ( ¥Wn( %) 5 ¥=>"( 9( wn( W)
k=1 k=1 k=1
M1 Mg M3 Vq
[M]=[M12 Mz, My [V]=|V2
Mys M23 Mgags Vs
A
ComputeA, B, C: | B|=[M]}[V]
C
Computes, L, m: s:% ; L:—EA ;. m= >i+—éln(—%e‘c —1)

s, L, mare the approximations of, A, i

p) | L

Theoretical :y(X) =

— ;  Computed y(x) = —
1+ exp{—x ,uj 1+ exp{—x mj
o S
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Examples showing the effect of scatter
The simulated data is generated with this function

X = randon Xyin  t0 Xnay}
A

Y =
1+ exp{—(xk _”)J
g

For example Xmin= -100 andky,= 800. The parametardefines the range of scatter.

(1+7 randonf- 1 to+ })

L
1+ exy{—(x_ m)]
S

1 Case without scatter (7=10) Example of simulation
n=7300

Blue curves : y(X) =

A
1+ exp(— (x=4)

Red curves : y(x) =
)

et

Theoretical :
lambda = 50
zigma = 200
ru = 300

Computed :

L = 43,93376371 76034
& =1393,993163634023
.‘_ﬂ,..f-' i = 233,336937 363969

0 500 1000 =x

Case T=025 Exa:r_lple of simulation
n=300

Fed

Thearetical :
larmbda = 50
gigma = 200
ry = 300

Computed :

L = 43.3613053094884
= =184,929754E81859
m = 274, 928385200233

0 500 1000 =x
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et

Case T=035 e e Example of simulation
n =300

. Thearetical :
lambda = 50
zigma = 200
rnu = 300

Compted ;

L = 47.2380382337106
& =174.845912543403
m = 245 540587143434

1000 x

Ft

- Case 7=1 ' Example of simulation
n=300

Thearetical ;
lambda = 50
zigma = 200
mu = 300

Computed :

L = 4687013747331

z =170,88036756336
rn = 131,473386071 702

1000 x

Remark : In case of a so large scatter , the rededuas to be considered as a purely
mathematical outcome, probably with no meaninghenstatistical viewpoint.
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Application a la distribution logistique a quatr@ametres

Application to the logistic distribution (Four panaters)

A
y(¥) =y+
1+em{—x_ﬂj

g

Dans le cas a trois parametres (paragraphe prégedem vu que le calcul (j.ey( X) dx

conduit a une équation intégrale linéaire conteteategrme Iny). Le méme calcul, dans le cas
a quatre parameétres, conduit & une équation inggoatenant Inf-y). L’équation intégrale

o : . A 2
n'est pas linéaire relativement au paramegtiéen est de méme av{c( y( X)) dx

En combinant les deux équations intégrales quiieonént chacune Ip{y), on peut éliminer
ce terme et obtenir une équation intégrale linéaire
Au lieu de ce calcul un peu lourd, une méthode plagante conduit au méme résultat :

SN

dy__ 1 2, At2y @ty
dx Ao Ao Ao

Cette equation différentielle pourrait étre utiéggour la régression linéaire. Mais il est en
général préférable d'utiliser une équation intégr8lon intégration conduit a :

1 A+2)) ¥ A+

o) 5
v 72 ATY S (y-y)y-p

A
Y(x) = y+ - ne doit pas étre confondu avec I'ordonnée du g&iny.)
1+ ex;{—xla j

Il peut paraitre surprenant que, d’abord dérivers ptégrer, conduise a une expression
différente de la fonction de départ. Il ne faut ped interpréter cette constatation car, entre
temps, la fonction a été transformée en une équatequi n'est pas la méme chose.

Nous disposons maintenant d’une équation intégradaire :

» 1
R0O=[ (v ax (A7,
? 5 (A+2))
y= AR, + BF, + CR+ DF, Fz(x)z_[ y() dx do
1 __(A+py
F3(X) = X=X C=- Ao
F(x) =1 D= Y(Xl)
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La régression linéaire done B, CetD , d’ou les valeurs approchées des parametres :

2
A:—£\/82+4AC A<O : C>-E_
)I+2y=—E A 4A
A
C y=i(—B+«/BZ+4AC)
A+n)y=-+ 2A

- 1
1 g=

g=- /B2
A B<+4AC
=D

U =x+0lIn A —1:x1+aln( A —1}
Yo) Y D-y

Algorithme :

Données : X, Y1), (X2, ¥2)s -+ (i Yi)s +--0 Ky Vi)

Réordonner les données)earoissants (minimumx; , maximum X, )

81120
Calculer Sl : 1
Sl = S+ %t Yea)( % %)
S2=0
Calculer & : 1
S2c= R+ 5[ ¥+ wr’) (k- %)

Régression linéaire : Calculer les composants aedtrice M et du vecteur V :

M) D=k D (R D &

k=1 k=1 k=1 k=1

n n n n

Yszes (%) S Y K

[M]: k=1 k=1 k=1 k=1
DS206m0) D %m0 Y (- ¥ D (kB
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n

> sz D sy D (%= ¥ n

L k=1 k=1 k=1 J
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T n
D S %
k=1
n
D Sy
k=1

D 0% =9)

k=1 L=

CalculerA, B, C, D:

[V]=

OO0 w >

CalculerL, g, s, mqui sont les approximations d& y, g, u

Lz—%\/82+4AC
1(B
=——| —+1L
J 2(A j
1
S=—
AL
m:>i+sln( = —1j
D-g

] : , L :
Résultat : La fonction calculée est y(X) = g+ m qui est une
1+ ex;{— j

S

approximation de la fonction théorique/(x) =y + / o
1+ ex;{— ,uj
o

La régression fonction a quatre parametres estamobiuste que celle a trois
parametres relativement a la dispersion des donriiascessaire, pour
ameliorer le résultat, il est suggeére d'utilisevédeur obtenuegy (approximation
de y) pour calculer de nouvelles données,Y« ) avec Yy =yc—g et
d’effectuer la régression a trois parametres, ¢eauduira ., s, m comme
nouvelles approximations de g, 1, complétées par I'approximatia@nde y
déja obtenue.

Une illustration trés sommaire en est faite patdiaple suivant.
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Exemple montrant I'effet de la dispersion des moddnnés.

La simulation est faite avec la fonction suivante :
X, =random{ Xnin t0 %nax

A
Y =| ¥+
k 1+ ex;{—(xk_”)j
o

Par exemple Xmin= -100 andma,= 900. Le paramétredefines la largeur de la dispersion.

(1+7 randonf- 1 to+ })

L

1+ exp{—(x_sm)j

Theoretical ;

Courbe bleue y(x) =y +

g

A — Courbe rouge y(x) = g+
14 eXp(_(x /J)j

e

Case without scatter (T=0) Ezample of simulation # = 500

gamma =10

lambda = 40

gigma = 200

iy = 300

Compited ;

g = 10,0001 85573067
L = 33,933625401 3673
£ =199 9956 7EET 7OES
rm = 2393,9331E35EE023

L]

0 500 1000 =x

et

{ Case with scatter (T=0.1) Example of simulation # = 300

Thearatical :

gamma = 10

lambda = 40

zigma = 200

o = 300

Compted ;

g =11.8370923620321

L = 37.1304137026437
#=175887611336912

= 308,33236307 2344

0 500 1000 x
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ot

Case with scatter (7= 0.25) Example of simulation 7= 3500

Theoretical :

gamma = 10

lambda = 40

zigma = 200

riu = 300

Computed :
g=13581288571717
L = 35 5760075449855
£ =143.41541430633
m = 310,0108728071 3

et

500
Case with scatter (T= (0.5 ) Example of simulation #1=300

Four parameters regression e e

1000 x

Thearetical ;

gamma =10

lambda = 40

zigma = 200

ru = 300

Computed :

g = 14.7053336452152
L = 37,7388942702338
£ =117.88241 3364768
m = 266 BE2B837 72522

(]
0 500 . 1000 x
Four parameters regression e e
Y1 followed by three parameters  ,* M R Theoretical
» * + - + N + . .
rEgression Lot ¥ e ganma = 10
lambda = 40
zigma = 200
ri = 300
Computed ;

g =14.7053336452152
L = 31.8056542932935
5 =168.072017081 226
m = 2621201 41060367

1000 x
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La figure précédente montre 'amélioration obteaneffectuant une régression
a trois parametres apres la régression a quataenpares.

La régression a quatre parametres, selon I'algondgtdonné dans le présent
chapitre, produit une valegrapproximative dg/. Cette valeur sert a calculer
de nouvelles données x (Y« ) avec Y, =y« —g . Finalement, la régression a
trois parametres appliquée a ces nouvelles donséles, I'algorithme donné au
chapitre précédent, donrg s, m approximations dg, g, L.

Exemple avec une excessivement large dispersion :

Y | Case with scatter (T=1) Example of simulation 7= 3500

1001 Fouwr parameters regression
followed by three parameters regression

Theoretical ;

+ gamma =10

* lambda = 40

gigma = 200

ru = 300

Computed :

g = 1545163361706

+ L =31 ,5233302230487
& = 144 367E5737 2436
m = 236 556453479044

1000 x

Remarque : Dans le cas de dispersion aussi largeurbe rouge devrait étre considérée
comme un résultat purement mathématique, sanssigaidication du point de vue
statistique.
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MIXED LINEAR AND SINUSOIDAL REGRESSION
Jean Jacquelin

In a preceeding chapter, named "REGRESSION SINUSQB, a process is described in
order to fit the functiony(X) = a+ bsin(w X+ ccosfv X to a data set :

(X1’ yl)l (XZ’ y2)""’ ()& ! X )!"" ()ﬁ ’M )

The process will be extended to fit the function

y(X) = a+ p xt+ sin(w X+ cosw X

The parameters to be optimized arev, &, b, C, p

The problem is the same as the fitting of the fiomst :

y(x) = a+ pxt+psin@ x+¢)

where the parameters to be optimized atg, ¥, 0,a, P
b= pcosg )

because psin(w x + @)= bsing x)+ ccosu x) {c = psin(@)

Integral equation :

Two successive integrations yk) leads to :

Y a p 1 .
I I y(uduldv== £ +E R—-—= psinw % ¢)+ Cx I
QY X 2 6 725

C andD are constants which depend on the lower boundeointegrals.

Of course, lower bounds other thancould be chosen, but this would introduce more
complicated terms and more complicated numeri¢agnmations.

The elimination of pSin(w X + @ ) by the combination of the equations (k) and the
double integral leads to the integral equation :

X \'

y(X) =~ U (U du} dv PP R+w?@ %+ Cx |
X1 X 6 2

The new constants andD are not the same as the preceeding ones. Of ¢aisspossible

to analytically express them. The formulas are daaged (similar to eq.11 in chapter

"Régression sinusoidale”, but with more terms)sE&nduous calculus will be avoid : Instead

of usingC andD to compute the approximates bfandc, we will see that they can be

obtained much more easily, thanks to a complemgfitagar regression.

The integral equation above is on the linear kind :

y(X)= AS$ X+ EXk+ B%+ Cx
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A:—a‘)2 : E:@ : B:a)z_a
6 2

sg >)=IXIJ'XV1 g dg dv

The values 063x,) are appoximated by numerical integration.

According to the integral equation, a linear regi@s givesA,, Ey , By , G, Do Which are
approximates ofA, E, B, C, D.(Details in next section "Short way ")

So, the approximates abis obtained : ¢ =/—A,

Then,a is the starting value for a linear regression ediog to the approximate function :
y(X) = a+ p x+ sin(eg RN+ oSy X, which leads directly to the approximatesaof

p, b, cand then to the approximates@méndg , namelyay, p1 , b1, €1, o1, @1 . This is a short
way to obtain the approximate equatioryQ) :

y(¥)=a+ p x+ hsin(w, ¥+ gcosfv; X
or y(X)=4a+ p xt+posin(w, x+¢,)

where

The "short way" above might be not sufficient isea&f small data seh §mall), or in case of
low number of periods of the sinusoindal part & thinction, or in case of large scatter, or in
case of bad distribution of thg on the range of , as it is pointed out in the chapter
"Régression sinusoidale".

The "Full way" starts with the values; , p; andp, above.

. X)—a— pBX
Let d=wXx+¢ :arcsn{y( )-a- R J
P
The inverse functions of sin, cos or tan have &nitg of determinations. The rignt one must

be determined. This is shown in the next sectiogtdids of the process”, where arctan is the
inverse function used.

Py

(with the correct respective determinations) all@mear regression relatively to the
function @ = w X+ @ . This leads to the approximaig of w.

Then,as = a» is used as starting value for a linear regres®tatively to the approximate
function: y(X) = a+ p x+ Isin(w; R+ @oSfy; X, which leads to the approximates of

a,p,b,cp, ¢, respectively nameds, ps, bz, C3, 03, @3 . Finally, the approximate of the
equationy(x) is :

y(¥) = &+ p; x+ Rsin(w; ¥+ gcosf; X
or y(X)=a+ p; X+ 038iN(w; X+ @3)

The computation ofé, , &, ..., &, ..., 6 with 6 :arcsir( Y ~a&~ BX ]

The subsripts 1, 2, 3 for the approximates of itvedf parameters where chosen in order to be
consistent with the notations used in the previchapter "Sinusoidal Regression”.
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DETAILS OF THE PROCESS

y(X) = a+ p xt sin(w X+ cosw X
or y(X)=a+ p x+ psin(w x+¢)

Setof data: (X, Y1), (%2, ¥2)r-o Ok + % s (% 5 %)

They must be written by amtiag values ok.

Short way :

- Computation of§ , S, .., &, .S

$=0 ; §= §_1+%( ¥+ ¥1)( ¥ Xi) fromk=2ton

- Computation ofSg , SS$, ..,S&, ..,.SS:

S§=0 ; Ss= sksl%( G 1 9)( X ¥ fromk=2 ton
- Solving of the regression system fgy, Eo, By, Co andDy :

- Computation of : &) =+/—Ay

- Computation of By, ..., Bcy coos Bos D1y voes My ooes
Bc=sin(@ ) 5 17 = COSE X |

- Solving of the regression system fot , p1, by, €1 :

issf i S§ K Zn ssExZn §S<XZHZ

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Ay ésw IR SED IR SEED YR T o
Eo r:1 k;l k;l kzl k:ll
Bo|=| XSk 2R X% XX X%
Co k=1 k=1 =1 k=1 k=1
) 1yssx Y4 YR YR Xk

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

q

=

(-1

S

n
D SK X
k=1
%3
X Yk
k=1
n

Z XEYk
k=1

n

D XYk
k=1

n
> ¥
k=

1




n (1)

n
Zﬂk Z Yk
k=1

k=1

>
g

X
M

o)

=

n

n
XBk D Xk D XYk
e 1

M=
£

M=
7g<|\>
M= =

&

Pr|_| k=1 k=1 k=1 k=1

bl | n n n ) n n

o DB 2B D BE DBk > Bk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n n n n n

D DX DBk D0 ¢ D MYk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

if bhb>0 - ¢1=arctar{

0
~—

b

if b<0 - ¢,=arcta E]HT

- Computation of ;o = /b + ¢ and ofg; :

Full way (continuation of the process above) :

+
- Computation oKy, Ka, ..., Ky, ...,Kn 1 K = rounc{cq—xk—%j
Vi

[ The real argument is rounded to the nearestantp

- Computation o#, &, ..., 6k, ..., 6y
e = Y =&~ P1Xk
. f
if p>n% - 6 =(-1) ata] ——X— |+ 7K,
2 2
P~k

if o"<n” -

<0~  G=—7 (1% + 7K,

- Solving of the regresson system tarand¢- :

n.o, 0 D/ n
PR AR PR
[wz _| k=1 k=1 k=1
92 n n
2% N 2. 6
k=1 k=1
- Computation ob, andc; : b, =p,cos@,) ; C,=p,SiNP,)

- with w3 =w, computation of : 5, =sSin(w; X, ) ; 77 = COSEy X

- Solving of the regression system &gr, ps, bz, G :
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n (1)

n n
X EZﬂk §:Uk §:yk
k= k=1
n

1 k=1

n n n
B Y% IxE DB Doxak| | D %k
P3|_| k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
b3 n n n 2 n n
o) | 2B DB LAE 2Bk | 2B«
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n 5 n
D DX D Bk DNk > MYk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
if ;>0 - ¢4= arctar[%J
Computation ofps andds : p, =\lb2 + ;2 by
if <0 - ¢4 arctar[Z] + 7T

y(x)=a+ p; X+ Bsin(w; Y+ gcosw; X

Result: the fitted function is { )
or: yK)=a+t p x+p;sinf; x+@3)

EXEMPLE

Generation of the data sef{n=20)

n real numbers are randomly taken on the raRgdo Xmax Xmin =0 ; Xmax =10 for example)..
They are rounded to two decimal places. They arerded by ascending values as the data
set (X1, ..., X, ..., Xn ON the next table).

"Theretical" values of parameteas p, b, c p, ¢ are chosen, for exampleu=0.8 ,a=0.4 ,
p=0.6 , b=1.2 ¢=0.75

"Theretical" values ofy(Xx ) = a+ p % + psin(w X + @) are computed. They are scattered
by adding random real numbers taken on the ragde +€ (for examplee = 0.5). They are
rounded to two decimal places (next table). Tha{sdks , yk) are drawn on the figure at the
end of the current section. On the same grapiddtted curve represents the "theoretical”
function y(X) = a+ p x+ psin(w x+¢)

Computation in details :

Short way.
1 I} 1.25 0.00000E +00 0.00000E +00 ih 328 229 7.54390E+00 7.54350E+00
2 031 1.95 5.11500E-01 5. 11500E -0 12 368 1.76 3.35330E+00 3.35330E+00
3 0.6 220 1.11325E+00 1.11325E+00 13 vz 246 3.43830E+00 3.43830E+00
4 0.7 1.9 1.33930E+00 1.33930E+00 14 426 1.70 9.56150E+00 9.56150E+00
] 0.az 1.88 1.5477RE+00 1.5477RE+00 15 475 220 1.05170E+01 1.05170E +01
[ 1.62 2.56 3.32375E+00 3.32378E+00 16 B.72 4.43 1.7047EE+M 1.7047EE+0
¥ 203 274 4.41025E+00 4. 41025E+00 17 7.7 h.ES 2.22594E+0 2.22594E +01
g 273 2.33 5.18475E+00 6. 18475E+00 18 a.41 703 2.64570E+M 2. 64570E+0
9 293 2.82 E.E9975E +00 6.69975E +00 19 3.61 7139 2.78730E+M 2.78730E+M
10 3139 214 7. 24455E +00 7. 34455E+00 20 917 G.04 3.18074E+M 3.18074E+M
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5. 39032E + 012 (-1)

‘qﬂ 3.8E7B9E+04 2.54125E+05 2.09341E+04 3.92503E+03 296162E+03 -8.95247E-M
ED 254125E+05 1.690E0E +06 2.02222E+05 2.48023E+04 3.18596E+03 1.89243E +04 2.3r812e02
BD — | 209341E+04 2.02222E+05 2.48023E+04 3.18596E+03 447611E+02 2.39477E+03 2.03731E-M
c 3.92503E+03 2,48023E+04 3.18596E+03 4. 47E11E+02 F.52900E +01 3AE-02 1.53450E+00
0 5,39832E+02 3.18596E+03 4 47ET11E+02 7.52900E+M 2.00000E +1 .34 700E +01 1.28151E+00
I
@) = 9.46175E-0
! DOODODESTT  7EMOESTT  GomvEson  2izvseesao |1 6 aerneso £.58453E 01
Pi| | 7EZO00E«0  A4TEIIELDZ  27R029E+01  2.03310E+00 3. 34431E 402 B 7283RE 01
B B25927E+00  27B029E+01  BAS01ZE+00  1.47437E+00 3082156+ 1.24076E+00
4 2AZ7IREA00 203FI0E+01  147437E+00  1.15099E+01 5004936400 279172601
o= 1.27178E+00 (ﬂi = 2. 213 EE-01
Full way :
£ 5 & = (1)
0 E31547EM 5. 7491 7E 01 2 4A7ETIE+02. 7.52900E+01 4.27487E+02 | | 8.51918E-M
o 111337800 PIBIS R | o 7.52900E+01  200000E+00 7 B9GERE +01 5.53636E-01
0 1.19785E+00 1.22815E +00 P
0 S44534E0 7. 2R550E -1
0 7EI8ZZEM £.32496E-01 10 1
1 9,73554E 01 22B07GE+00 _
1 918691E-01 2834376400 O 7 @w* @ Dotted line G
1 1.07706E 01 305680E+00 & =g x + @y Bhe line A+
1 4.83139E-0 2.75191E +00 B
1 3 45798E-01 3 41696E +00 P
1 2 47353E-0 3.33733E +00
1 1 00B49E+00 4. 054E3E +00 4 g, &
1 2. 29401E-01 3 40359E +00 4
1 1.39873E+00 4.71239E +00 L
2 -117942E+00  5.09583E+00 i
2 FTA076E-02 B.22153E +00
2 B9207EM B.76744E +00 e
3 1.55400E+00 7.85398E +00 ) i SN
3 1.53943E+00 7.B5395E +00 0 5 n x
3 9.28R45E00 REORIZE+D0 @ = BE1918E-01
Drawing @ as a function of is very usefull to check if there is no mistakehe
determinations of arctan.
-1
43 200000E+01  7.52900E+01  7.5797E+00  3.15374E-01 = B 34700E +001 5.71315E-1
P3| | 752900E+01  4.47B11E+02  281140E+01  -1.24208E+00 IIMINELD2 | | BB2827E01
by 7I5797E+00  Z281140E+01  T.87726E+00  1.76828E+00 3.03306E +01 1.11331E+00
o 3.15374E 01 1.24206E+00  1.7R828E+00  1.21227E+01 £.86804E +00 £.13981E-01

£ =1.27133E+00

(,??3 =1.06631E+00

The results are summarized on the next figure wtherahort and full ways are compared.

Note : This first example is caricatural becausery large scatter was applied in order to
make clear the differences between the curvestangddints. Generally the distribution of the
points is better and the scatter less importamhoke realistic example is shown below, on

the second figure :



Theoretical Computed — Shart way Full way

Example with large scatter { range £0.5) w=08 w= 0346175 U.851318
a=04 a=  [.653453 0571315
p=0E p=  DG72E36 0582627
b=12 b= 1.240756 1113310
c=075 o= 0279172 0513951
3 _ ) ro=1.415097 = 1.271775 1271389
yix)=a+px+osin(ox+p) \ phi = 0558539 phi= 0221316 0503955
7] YO =a+pxtosin(eg x+@ )\ +F k Wkl vkl Fitted walues yk]
, 1 0 1.35 0.937625 1.185295
Y(x)= a; + py x+ oy sin{ay X+ g3 ) : 2 0¥ 195 1 462015 1.638129
B , 3 06 220 1.904E57 2005129
4 oF 1.9 2055904 2127247
£ 5 0Ez 188 2196398 2239105
E 162 256 2836911 2718489
7 203 274 2891156 2740740
4 8 273 233 2643079 2519365
g 293 282 2524377 2421329
0 319 214 2361336 2288543
3 A 11 328 229 2305694 2243514
12 3B 17 2083164 2063727
2 13 372 24 2071834 2054707
14 426 170 1.959362 1.961478
_ 15 475 220 2107653 2076647
1 15 E7Z 443 4.879398 4504302
17 77 54 £.312973 6024664
18 841 703 E.ES1334 £.737764
L . : : - - - - - - : - AL £.638072 £.857628
1 1 2 3 4 b ] 7 a 10 ¥ 20 917 B34 £.551027 6997195
Mean zquare Deviation = 0341 0.256
Theoretical Computed  Short way Full vway
Example with good distribution and small scatter { range £0.2 ) :l= 0048 :J= ggi;g;? ggggégg
p=0E p= 013951 0513464
M b=12 b= 1347289 1.278916
c=075 o= 05055 0690126
a B ) 1o = 1 415097 = 1.459249 1448515
y(x)=a+px+osin(mx+@) dotted phi=0E58539 phi= 0334273 0488762
2 Y=g+ pxt+osin(eg x+@) red k Wkl ikl Fitted wvalues yik]
) 1 05 168 1611120 1701963
P(x)= a3 + py x+ oy sin(ay X + @y ) blue 2 1 220 2.234455 2.274977
B S 3 15 z2&3 2E266T4 2EZ2TTT
4 z 256 277317 2736735
£ 5 25 289 2 701695 2 B53650
E 3 253 2 475345 2430733
7 35 212 2194267 2155639
4 8 4 1.85 1.929273 1922185
g 45 185 1.805043 1817578
0§ 1.97 1.854405 1.908287
3 A 11 BE 215 2.205547 2229169
12 B 285 2756244 2777541
5 13 BEF 342 3523615 3515523
14 7 456 4401781 4372754
15 7E 511 5. 304458 5 259519
1 4 15 8 £.00 6131234 6053588
17 85 B4l £.794438 B 760753
18 8 716 7234166 7291304
0 . . - - . . - - . . 19 95  7ER 7427398 7465794
1 1 2 3 4 5 B 7 ] 10 % 2 10 7.41 7394775 7.454402
Mean zquare Deviation = 0,102 010z
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GENERALIZED SINUSOIDAL REGRESSION
Jean Jacquelin

In the preceeding chapteMixed linear and sinusoidal regressioly a process is described
in order to fit the function Yy(X)=a+ pxt+ Isin(w ¥+ @osfu X to a data set :

(45 Y1) O Y2)seos Ok 5 % ) O 5 1)

The process will be extended to fit the function

y(X) = bsin@ )+ ccos@ X} A § (O -+ A, | (OF -+ Ay £ (X

The parameters to be optimized arev, b, C, 4, , ---/]j s ey

f,(X), f(X), ..., f. (X), ..., f,, (X) are different known functions. They doesn't coméa
parameter belonging to the list of parameters togignized.

The problem is the same as the fitting of the fiomst :

y(X) = psin( x+ @)+ A4 f(X)+ ..+ A; § ()+ .+ A4, f (X

where the parameters to be optimized at@ 9, 0 , A, , ---/]j s e
b= pcosg )

because psin(w x + ¢ )= bsing x)+ ccosu x) {c = psin(@)

In fact, the preceeding chapter "Mixed linear aimdisoidal regression” deals with the
particular case f;(X) =1, f,(X)=X; A;= a,A,= [
Integral equation :

Two successive integrations yk) leads to :

(¢ 1 3
sq >)=_[ j ¥ d de-"psin@ x¢)+ Cx B A FF)
X\ ¥ % 0)2 =
C andD are constants which depend on the lower boundeointegrals.
X \'
FF;(X) :I U- f; (u) duj d\ The values corresponding tq are computed by
X\ ¥ %
analytical or numerical integration.
X \'
FF;« = FF(%) =L le fj(u)duJ dv [1< < n)
1

Of course,S§ = S§ Y cannot be computed by analytical integration syfgeis not
known. But appoximate valu&s are computed by numetical integration from thea ciatt
(% » Yi)-
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Lower bounds other thaq could be chosen, but this would introduce morelacated
terms and more complicated numerical integratidhe. linear part of the integrals are
merged in the terr@x+D.

The elimination of pSin(w X + @ ) by the combination of the equations k) and the
double integral leads to the integral equation :

m m
y(X) =-a?Sg ¥+ @7 x* D)2+Z)Ii w?® FR )<+Z)|j Ay

j=1 j=1
The new constants andD are not the same as the preceeding ones. Theusrdatrulus of
the analytic formulas will be avoid : Instead oingsC andD for further developments, we
will see that it is much more easy to do a complaary linear regression.
The integral equation above is on the linear kigldtively to the parameters :

A,C.,D,u A

Y)=ASE ¥+ Cx B gy FR WD A ()
j=1 j=1
where A= -/

Eventually, among the functions involved, sommel@de identical. Then, the corresponding
terms must be merged. For exampléd;()=1¢ andf,(x)=In(X) thenFF1(x)=-In(X)+Ccix+Co.

We see that the same functiondnéppears inl;aFF1(X) and inA.fx(x). So, the two terms
must be merged. Alsgx+c; is merged witlCx+D.

A linear regression give& which is the approximate oA (Details in next section "Short
way ")

So, the approximates abis obtained : ¢j = H

Then,a is the starting value for a linear regression ediog to the approximate function :
y(X) = bsin(@ )+ ccosty xpAp § (X .+ A f (X FA, f (X which

leads directly to the approximatestpfc, A1, ..., A1, ..., An and then to the approximates of

pandg, namelyby, ¢, 41,1, ..., A11, ..., Am1@nd o1, @1
This is a short way to obtain the approximate aquaif y(x) :

y(¥) =Rsin(@ X+ geos xp A OO A o f O A o f (X
or Y(X)= gsin(ey X+ @)+ A () + ..+ A 1f (+ .+ A, 1 (X
The "short way" above might be not sufficient in case of smatkedset 0 small), or in case
of low number of periods of the sinusoindal partha function, or in case of large scatter, or

in case of bad distribution of tixgon the range of , as it is pointed out in the chapter
"Régression sinusoidale".

The '"Full way" stats with the valugs, and/j, above.

m
Let 6= wx+p=arcsi % Y& Aa f ®)
=
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The inverse functions of sin, cos or tan have &nitg of determinations. The rignt one must
be determined. This is shown in the next sectiogtdids of the process”, where arctan is the
inverse function used.

The computation ofé, , &, ..., &, ..., 6, with

11 %
6 =arcsin | y & )= D A1 T )
Py —

(with the correct respective determinations) all@mear regression relatively to the
function @ = w X + @ . This leads to the approximaig of w.

Then,as = ap is used as starting value for a linear regresagmording to the approximate
function: y(X) = bsin(ewy X)+ ccoswy Xy Ay § (X .+ A, | (XF .+ A, § (X
which leads to the approximatestofc, A1, ..., A1, ...,Am, 0, @, namelybs, ¢;, A1 3, ...,
M3z, ..., Am 3, O3, @3. Finally, the approximate of the equatii(R) is :

y(x) = bysin(w; X)+ GCosuz Xp A3 {0 .+ 4; 5f (X .+ A, af (X

or Y(X) = pzsin(w; X+ @)+ Ay 51 () + ..+ A; 56 (+ .+ 4, 5f (X
The subsripts 1, 2, 3 for the approximates of ithedf parameters where chosen in order to be

consistent with the notations used in the previchapters "Sinusoidal Regression" and
"Mixed linear and sinusoidal regression".

DETAILS OF THE PROCESS

y(X) = bsin(@ X)+ ccos@ X} A f (F A | (X -+ A, f (%
or Y(X) = pSiN@ X+ @)+ 4 KN+ .t A £ OO+ ot Ay o (X

Setof data: (X, Y1), (%, ¥2)yeoos Ok 5 % s (% 2 )
They must be written by amting values ok.

Short way :
- Computation of§, , &, .., &, ... S
S5=0 ; §= §_1+%( ¥+ ¥1)( ¥ X4 fromk=2ton
- Computation ofSg , SS$, ..,S&, ..,.SS$:
S§=0 ; Ss= Sksl+%( I 1 9)( X ¥ fromk=2 ton
- Computation offj’k = fj (%) forj=1tom and k=1 ton

X \'
The computation ofFF; :I (j fj(u)duj dv [1£ j<m ; 1< k |]|
X\ ¢ %

is preferably donne by analytical integration af known functiond;(x).
Alternatively, approximates can be obtained by nirakintegrations in this way :
Computation ofFj,1 , Fj,2, ..,Fj,k, ..,Fj,n for j=1 tom

1
Fi1=0 ; ij:ij_1+5(fjk+fjk_])()q<—)q<_]) fromk=2 ton
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Computation ofFFj,1 , FFj,2, ..,FFj.x, ..,FFj,n for j=1tom:
1
FF;,=0 ; FF, =FF, k_1+§(|:j 1) (%~ %) fromk=2 ton

The preceeding numerical methods is useful if thayaical integration of an integral is too
complicated, for example if some special functiaresinvolved.

- Solving of the regression system gy, Co, Do , and Voo) :

n n n -1 n
>S%° XS Y osSx () (] |X R
k=1 =1 k=1 1
é'; ésa n é% (Ya) (%) kzl %
(DV")T ) Sssx Tx TE (W (W) | Su
(Via)" (Vo) (Vad'  (Vad (Vad (Voa)"
(V15)T (V25)T (V35)T (V4§T (Vsg (V05)T

The superscript T indicates that the rowroélements is tranposed to a column.
In interest of space, the big matrix is writtenaboondensed manner, thanks to the following
notations :

(Voo):(/,ll,... ,/JJ v o lm a e (‘1 "AJ ,.../]m)

n

n n
(Moa) =| 2 W FRik oo s D Y FFj ko0 Yk FFm,kJ
k=1 k=1 k=1
n n n
(Vos) =| 22 Wk fukveee s 20 Vi Fjioe 2 Yk fm,k]
k=1 k=1 k=1
n n n
(Vig)=| D SR FRrk,... .Y, SB FF oo . S8 Fnlrij
k=1 k=1 k=1
n n n
(4)=| 2% e 3 B i B S5ty
k=1 =1 k=1
n n n
(Voa)=| D, FFik e h 2, FFjk 1o » FFm,kJ
k=1 k=1 k=1
n n n
(V25): Z fl,k yenn ,Z ka . ,Z fm’kJ
k=1 k=1 k=1
n n n
(Vaa) =] D % FRk s D, X FFj koo > xkFFm,kJ
k=1 k=1 k=1
n n n
(Vas) =| 20 % Figcoee s 20 X Fjk oo o kam,k]
k=1 k=1 k=1
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n n n

2
D (FRK) oo DIFFFFj k... > FFyFFp
k=1

k=1 k=1
n n 5 n

(Vaa) = ZFijFFlk (FFj k) ZFijFFm,k
k=1 k=1 k=1

M-

n
> FFm kFFLK

n
FEmiEF jk - Y FFmif
k=1

k=1 - k=1

n n n

D FRik fix D FFifik - D FFikfmi
k=1 k=1 k=1

n n n

(V45): ZFFkalk ZFFkaJk ZFFkam,k

k=1 k=1 k=1

n n n
D FFnkfik o D FFmid jk - D FFmif m
k=1 k=1 k=1

n 5 n n

> (f1k) D ofikfix o D fakfmk

k=1 k=1 k=1

n n 5 n
k=1 k=1 k=1

n n n
D fmkfik o D fmid ik o D (Fmif
k=1 k=1 k=1

Note : The maximum size of the equations syste®&+#mn. But in some casses, among the
functions involved, somme are identical. Then,dbeesponding terms must be merged. This
reduces the size of the matrix and vectors. Acogpigli the coefficients C, D, 1 , A;) are

not the same as before. Only the first coeffic{@)tbecomes the same, allowing to compute

the approximate ofvin all cases.

- Computation of : &) =+/—Ay
- Computation ofBy, ..., Bcs coos Bos s ooy Wes o W
B =sin(@ %) 5 17 = COSl Xy .

- Solving of the regression system for, c1, Aj1:
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n n
(VO3) :{z Yk f]_'k yuus ,z Yk fj,k Yoo
k=1 k=1

n

(V13) :(Zﬁk fl,k yees ’zﬁkfj,k yens
k=1

k=1
n

n
(V23): ZI]k fl,k - ’Z”kfj,k Y
k=1 k=1
n

n
Z(fl,k)z DI AT
k=1

k=1

n n
k=1 k=1

n

n
D tmkfik - D fmid
k=1 k=1

by noo
o 255 D Btk
) k=1 k=1

1’1 n n >
v 2 DB DNk
/]j 1 k=1 k=1
(V13)T (V23)T
/]m,l

- Computation of : p =+/bZ +¢> and ofg; :

,z Yk fm,k}
k=1
,z ,kam, k}

k=1
n
,Zkam,kJ
k=1
n
c D ik
k=1
n
C Y fikfmk
k=1
n
K oo D (P
k=1

D/,
(Vi3) > Bk
k=1
(Va3) > kY
k=1

(Va3 (VOQT

if b>0 - ¢,=arcta

|

Jen

T oo

{
if b<0 - ¢1:arctar[

Full way (continuation of the process above)

+
- Computation oKy, Kp, ..., Ky, ...,Kn: K = rounc{cq—xk—%j
T

[ The real argument is rounded to th

- Computation o, 8, ..., x, ..., O

e nearesgantg
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n
'k = Yk ‘Z/]kf ik
k=1

it o2 >12 - 6 =(-1)" ata ——~

P1 ~ Ik

+7TKk

. _ T K
) 5 5 if rk>0 - ﬁk—i(—l)k+ITKk
if o"<n” -

<0~ G=—7 (1% + 7K,

- Solving of the regresson system tarand¢- :

n.o, o0 =D/ n
IR R AP
[wz _| k=1 k=1 k=1
P n n
2% N 2. b
k=1 k=1
- Computation ob, andc; : b, = p,cos@,) ; C,=p,sin@,)

- with w3 =w, computation of : B, =sin(aw; X ) ; 77y = COS@y Xy |

- Solving of the regression system fog, C3, Aj3:

(Vo3):(z Vi Figreee s 0 Vi kom0 Yk fm,k}

k=1 k=1 k=1

(V13)=(Z,3k Frg s 20 Bif ik e ’Z,kam,kJ
k=1

k=1 k=1
n

n n
(V23): ZI]k fl,k Y ,ZI]ka‘,k Y ’zllkfm,kJ
k=1 k=1 k=1

n

n n
Z(fl,k)z o D Rtk e Dl fakfmk
k=1 k=1

k=1

n n n
(V33): ij,kflk Z(ka)Z ijkfm,k
k=1 k=1 k=1

n n n
D tmkfik o D fmifjk o D (Fmf
k=1 k=1

k=1
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-1

by noo,oQ n
e D BE D Bk (Ma) > BrYk
k=1 k=1 k=1

M3 n n n

= > B zflkz (Va3) > 1Yk
A | |k k=1 k=1
(Vi) (Vag)' (Va3 (Vo3'
/]m,3

if ;>0 - ¢5= arctar{%]
- Computation ofps andgs : p, =\/b?+c? ; by
if <O - ¢~ arctar[b%J + 7T

Result: the fitted function is

y(X) = bysin(@; X)+ geoss X3t Az f(XH .+ A 5f (O .+ A, 3f (X
or y(X) = p3sin(ws X+ @3)+ A 3f(X)+ ..+ A5 5F (+ ..+ A, 5f, (X

EXEMPLE : case of the function y(X) = psin(w x+ ¢ )+ /llé + A5 In(X)
X

Generation of the data se{n=20)

For this example, the abscissgs ..., X, ..., X, are linearly taken on the rangg, t0 Xmax
k
- X = Xnin +()§nax_ Xmin)ﬁ (Xmin =0.1 ;Xmax=1.1 )

"Theretical" values of parameters are chosen,Xangple :
w=25 ,b=0.2 ,¢=-0.15 ,/1=2 , A,=5

The given functions are f;(X) -1 ;o Fo(¥) =In(X)
X
"Theretical” values ofy(x ) = psin(w %, + @ )+ Ali + A, In(%,) are computed. They are

scattered by adding random real numbers takenematige € to +€ (for examplee = 0.05).
They are rounded to two decimal places, which geBgy, ..., Yk, ..., ¥n . The pointsxx,
yk) are drawn on the figure at the end of the cursegtion. On the same graph, the dotted

curve represents the "theoretical” functig(ix) = psin(w x+ ¢ )+ All + A5 In(X)
X

Analytic integration off;(x) and f»(x) leads to:

[X(Ivlduj dv=xn( 3 —(1+ In( p) Xt X The non linear part iskF; (X) = xIn(X)

X X u

X v 2 2
L UX In(u)duj dv:XZ(ZIn( -3)+( x-In(x) ¥) xr%(ZIn( ¥-1

2
which non linear part is :FF,(X) ZXZ(ZIH(X) = 3)
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Short way.

Booxe % S S5 Az e FE Fi
1 015 381  00000CE+00  O00000E+00  GEEEE7E+00  -1.89712E+00  -2B4868E-01  -4.46760E-03
2 0.2 1.67  1.37000E-01 J42500E-03  GO000DE+00  -1.GOG44E+00  -321880E-001  -218876E-03
3 025 095  202500E-01 119125602 400000E+00  -1.38629E+00  -346574E-01  3.55330E-03
4 03 075  245000E-01 231000E-02  333333E+00  -1.20297E+00  -3E1192E-01 1.33212E-02
A 035 063 280750E-01 362438602 285714E+00  -1.04382E+00  -3E7430E-01 2.75734E-02
B 0.4 045  2.09000E-01 509875E-02  250000E+00  -916291E-01  -3GESIGE-01  4.6G967E-02
7 045 020 325250E-01 B.EB430E-02  222222E+00  -7.98508E-01  -359328E-01  7.10261E-02
g 0s 034  3.38750E-01 B.34430E-02  Z00000E+00  -B.93147E-01  -346574E-01  1.00857E-01
q 065 076 3EE2S0E-01 1.0 DBSE -1 1.81818E+00  5.97837E-01  -3.28810E-01  1.36452E-01
10 06 1.02  4.10750E-01 1.20434E -1 1.B6EEFE+D0  -510826E-01  -30B495E-01  1.7B051E-01
11 065 091 459000E-01 1.42238E-01 1.63846E+00  -4.30783E-01 28000901 2.25872E-01
1207 084  E02750E-01 1.66281E-01 1.42857E+00  -3BEE7SE-01  -249672E-01  2.80115E-01
13 075 102  5.49250E-01 1.92581E-01 1.33333E+00  -287682E-01  -215762E-01 3.40964E-01
14 08 164 E.13250E-01 2. 21644E-01 1.25000E+00  -22344E-01 -1.78515E-01 4.08594E-01
15 085 174  E.95250E-01 2 B4356E 01 117647E+00  -1E2519E-01  -1.38141E-01 4.83165E-01
16 04 171 7.81500E-01 291 275E-01 1A11E+D0 -1.0B361E-01 -948245E-02  5E4829E-01
17 09 167  BEEO0DE-M 3.32463E-01 1.05263E+00 51293302  -48728EE02  BS3IT29E-0
181 181 9.53000E-01 3.77938E-01 1.00000E+00  0.00000E+00  O.00000E+00 7 .50000E-O01
19 105 229 1.08550E+00  4.28150E-01 9,52381E-01 487902E-02  512297E-02  B537FIE-D
20 11 262 117578E+00  4.83931E-01 9.09091E-01 953102E-02  1.04841E-01 965163E-01
3.95265E-01 3.38838E+00 2.92797E+00 -3.3743E-DM 1.90789E+00 4.26143E+00 -6.15304E-01 (-1) 5.51019E+00 -6.89953E+02
3.38835E+00 2.00000E+0 1.25000E +01 -4.43836E +00 6.09703E+00 4.38163E+0 -1.21366E+01 2.66800E+01 -2.17851E+03
2.92797E+00 1.25000E+01 3.47500E +00 -2.01835E+00 5.47003E+00 2.00000E+0 -4.43836E +0C 1.78435E+01 1.754B5E+03
-3.37431E-0 -4, 43836E+00 -2.01835E+00 1.41302E+00 -4.78151E-01 -1.21366E+01 3.93412E+00 -4.45081E+00 | = | -2.24340E+03
1.90739E+00 E.03703E+00 5.47003E +00 -4.78151E-01 3.E8419E+00 7.15552E+00 -8.04251E-M 1.04273E+01 3.58038E +02
4. 26143E+00 4.38163E+01 2.00000E +01 -1.21366E+07 7.15552E+00 1.40193E+02 -4 27063E+01 E.513593E+01 -3.23426E+
-6.15304E-01 -1.21366E+01 -4.43836E +00 3.93412E+00 -8.04251E-01 -4, 27063E+01 1.37358E+M -1.61581E+01 -7.90075E+02
Ay = -6.80950E-02 @ = Z.62480E+01
By 9.91835E+00 457193E-0 5.73921E+00 1.66821E+00 (-1) -2.75473E+00 4.14675E-02
=] 4.57195E-01 1.00216E+01 -1.0215EE +00 -1.43637E-01 5.13170E+00 -2.28845E-01
(/"'.1)1 -B.73921E+00 -1.0815EE +00 1.40193E+02 -4, 27063E +01 E£.51953E+01 B 1.97204E+00
L 1.EESRIE+00  T4363FE-01 -A.270B3E+01  1.37358E+01 -1.B1521E+01 4.94753E+00
£ = 232571E-01 691 =-1.39154E+00
Full way:
L B D :
1 491 290E 02 2 02070 +00 &3 _ 9.47500E +00 1. 26000E +01 2 2BB03E +02 2 43751E+1
1 227M7EN 4 50207E+00 [ @ ] 7| 1.25000E+01 200000 +01 2 996E0E +02 -E.2I342?E-EI1J
2 794180E-02 B 43470E +00
2 1332301 £.89319E+00 ?
2 239B3E0 TESINBE400 =g r+ g Dottedline gy
3 B.32B17E02 ST9EA0 e ;
3 -231BRSE-01 1.09073E+01 warTeR 5 47
4 17470%E-D7 1.171B5E+01 i +
4 13209301 1.31715E+01 A
5 Z2G0595E-01 1.41372E+01 20 47
§  7.40693E-03 1.56761E+01 wF
5  212537E-01 1.BER0RE 1 15 - j-’
£ -1.8B0BEE-D1 1.79222E 401 .
6 1.78562E-01 1.97276E+01 1 A S
7 224022601 2.0R923E +0 F
7 4D207E-02 2 18178E+01 4
7 -1.52088E-01 227037401 & .
8  -1.62038E-01 2 43619E+01
8 1.70477E-01 2 59555E+01 o s
9 2ESRSGE-01 ZETOISE+DT Gy = 245751E+D1 0 03 1 X
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Drawing @ as a function of is very usefull to check if there is no mistakehe

determinations of arctan.

The results are summarized on the next figure wtherahort and full ways are compared.

. 1 Thearetical
H)=psin(@x+@)* A —+I(D  Doed v
: 1
(%) = psin{@ x + @)+ (Ah—+ (A 1n(x) ?Eﬁ?f&;
& 1 Full
y(x) = psin(@; x+ @) +(4);—+ (A )1n(x) (Bl curve)
4 4
CI
2 |
1 4

Theaoretical
w=20
b=0.2
c=-015

}\1 =2

}xz =h

o =0.250000
i@ =-0.643501
k. =k)
1 n1s
2 nz
3 nzs
4 n3
5 nas
5 04
7 045
a ns
9 naes
10 06
11 0ES
12 n7
13 n7s
14 ne
15 nas
16 na
17 nas
18 1

19 1.05
20 11

Mean zquare Deviation = 0.063

Computed

(k]
KR
1.67
0.95
0.75
0.63
0.45
0.20
0.34
0.76
1.02
0.9
0.54
1.02
1.54
1.74
1.7
1.67
1.8
2.23
252

Shart way Full way
26, 248008 24975079
0.041468 0.2 E82
-0.228845 0137620
1.972038 1.335804
4947832 B 004202
0.232571 0244196
-1.391538 -0.593933
Fitted values v(k]
3.891393 3.809333
1.744711 1.692527
0820823 (0.899368
[.BE2839 0.767330
[.E72538 0.682549
0469240 0412145
(. 236558 0210067
0342476 (0.369609
0734793 0.768828
[.986365 1.006597
0911493 0.932487
0830127 0.840831
1.083499 1.060303
1.520808 1.501859
1.720199 1.773605
1.614479 1.717794
1.589520 1.622746
1.908600 1828266
2319636 2260423
2430021 2532140
0.027
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DAMPED SINUSOIDAL REGRESSION

Jean Jacquelin

The goal is to fit the function to a data set :

y(X) = psin(wXx+ ¢ )exp@ x)
045 Y1) (5 ¥2)s e Ok 5 X ) 06 5 %)

with a < 0in case of damped sinusoidal function.
The parameters to be optimized arev, @, a , P

The problem is the same as the fitting of the fiomst :

y(X) = bsin(w X)exp@ X)+ ¢ cos X)ex@ml X

where the parameters to be optimized atg, &, b, C
b= ,cosg )

because psin(w x + ¢ )= bsing x)+ ccosu x) {c = psin(@)

Integral equation :

Two successive integrations y{k) leads to two formulas, which can be combined hth
y(x) formula in order to eliminate the termsin(ax+@)exp(@x) and pcos(x+g)exp(ax) :

X \' X

y:—(a2+w2)_[ U y(u)du} dv+2a_[ Y0 de Cx |
X\ Y% X

C andD are constants which depend on the lower boundeointegrals.

Of course, lower bounds other tirancould be chosen, but this would introduce more

complicated terms and more complicated numeri¢agnmations.

Of course, it is possible to analytically expr€andD. The formulas are complicated

(similar to eq.11 in chapter "Régression sinus@ftjdut with more terms). This arduous

calculus will be avoid : Instead of usi@gandD to compute the approximates pfand¢ ,

or of b andc, we will see that they can be obtained much masdye thanks to a

complementary linear regression.

The integral equation above is on the linear kind :

y(x)= ASE x+ BB Cx
A=-(a’+a?) ; B=2a

S(x>=jxj>(o du ; ss»cjlj; (y)u %u

The values o8(xs) andSxx) are appoximated by numerical integration.
According to the integral equation, a linear regi@s givesA,, By , Co, Do Which are
approximates ofA, B, C, D. (Details in next section "Short way ")

So, the approximates af andware obtained :@; = % , W=, /—(AO + af)
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Then,w anda; are the starting values for a linear regressi@omng to the approximate
function : y(X) = bsin(a} X)exp@; X+ c cosy X)exml; X, which leads directly to the

approximates o, cand then to the approximates@méndg , namelyb, , ¢;, o1, ¢1 . This is
a short way to obtain the approximate equatioy(xf:

y(X) = Bsin(w; x)explr; X)+ G cosfyy x)exmly X
or: y(X) = psin(w X+ @;)explry X)

The "short way' above might be not sufficient in case of smatkedset 0 small), or in case

of low number of periods of the sinusoindal partha function, or in case of large scatter, or
in case of bad distribution of tixgon the range of , as it is pointed out in the chapter
"Régression sinusoidale".

The "Full way" starts with the values; andp, above.

Let d=wXx+¢@= arcsi{L]
PLexp@;x)

The inverse functions of sin, cos or tan have &nitg of determinations. The rignt one must
be determined. This is shown in the next sectiogtdids of the process”, where arctan is the
inverse function used.

The computation ofé, , &, ..., &, ..., 6 with & :arcsir(y—"J
Prexp@ax)

(with the correct respective determinations) all@mear regression relatively to the
function @ = w X+ @. This leads to the approximatesandg, of wandg respectively.

Then,as = w , @3 = ¢», andas = a1 are used as starting values for a linear regrassi
relatively to the approximate function :

y(X) = bsin(w; X)exp@r; X+ ccosfy; X)exp; X, which leads to the approximates
of b, ¢, respectively nametbs , c; . Finally, the approximate of the equatifR) is :

y(X) = bysin(ew; X)explz X}t G Cosfyz X)expf 3 X

or y(X) = pssin(w; X+ @3)explr; X;

The subsripts 1, 2, 3 for the approximates of ithedf parameters where chosen in order to be
consistent with the notations used in the main thdiinusoidal Regression”.
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DETAILS OF THE PROCESS

y(x) = psin(wx+ @) exp@ x)
or y(X) = bsin(w X)exp@ X+ ccos X)exml X

Setofdata: (X, Y1)y (X0, ¥o)veer (% » X )sees O 4 W)
They must be written by amtiag values ok.

Short way :
- Computation of§ , S, .., &, .S

1
§=0 ; §= §_1+E( ¥+ ¥1)( ¥ X4 fromk=2ton
- Computation ofSg , SS$, ..,S&, ..,.SS$:

S§=0 ; Ss= sksl%( G 1 9)( X ¥ fromk=2ton

- Solving of the regression system fgy, By, Co andDy :

n n n (_1) n
> S§° ZS§§Z kx>, BB | iS%
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

M) IYsss 28 Y B Y8 | Y Su

By |_| k=t k=1 k=1 k=1 =]

C n n n n n

Df, YS%k X RK XKD K > XYk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
5% X%} Xk n > Yk
k=1 k=1 k=1 k=1

- Computation of : al=% W= —(A0+a2)

- Computation of5, ..., L, -y fBm and My ooy Dy ooy Ot
B =sin(@) x ) explry X ) ; 7= COSfy X )eXp:(l Xk
- Solving of the regression system fOi‘ Ci:

n n D/,
> B D Bk > Bk
(b.l.j = =] k=1
Cl n n 5 n
> B Y.k WD
k=1 k=1 k=1
if b>0 - ¢,=arcta

Computation of : p; =+/bZ +¢ and of¢; :
if b<0 - ¢,=arcta

Tl oo

——

|+
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Full way (continuation of the process above) :

: _ 1
- Computation oKy, K, ..., Kk, ...,Kn: K = roun(%ﬂ Xy + @, ))

[ The real argument is rounded to the nearesgantg

- Computation o#, &, ..., 6k, ..., 6y
e = Y €XPEanXy )

: r
if p°>r2 - 6,=(-1) ata % + Ky
P1 Tk

. — K
2 if rk>0 — gk—g(_l)k'*'ﬂKk
if p°< -

<0~ G=—7 (-1 + 7Ky

- Solving of the regresson system tarand¢- :

n.o, 0 D/ n
PR AR PR
[wz _| k=1 k=1 k=1
92 n n
2% N 2. 6
k=1 k=1
- Computation ob, andc; : b, =p,cos@,) ; C,=p,SiNP,)

- with w3 = aw» and a3 = a, = a1 computation of :

B =sin(w; X, )eXp@s X ) ; 7= COSfs X )exmlz X

- Solving of the regression system bar, ¢; :
n =D/ n

B D Buk D Bk
_| k=21 k=1 k=1

b _
C3 n n 2 n
> B Dk D Yk
k=1 k=1 k=1
if >0 - ¢@,=arcta

Computation of p; and¢s : O3 =+ /%2 + C32 : rr% J

Jom

if bj<O - ¢s=arcta

o?\o? &L

Result: the fitted function is
y(X) = pssin(w; X+ ¢3)explr; X)
or: yK)=Dh sinf x)expf; x ¥ g cosd; X )exp(s X
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EXEMPLE

Generation of the data sef{n=20)

"Theretical" values otv, ¢, p, @ are chosen, for examplex=1.5,¢=0.8 ,0=4 ,a=-0.2
"Theretical" values ofy(% ) = psin(w X + @ )exp@ X ) are computed. They are scattered

by adding random real numbers taken on the ragde +€ (for exampleE = 0.1). They are
rounded to two decimal places (next table). Tha{sdks , yk) are drawn on the figure at the
end of the current section. On the same graphjdtted curve represents the "theoretical”
function y(X) = psin(w X+ ¢ )exp@ X)

Short way:.

koxe n& 85,

1 0 252 000000E+00 O.00000E-+00

2 05 328 14E500E+00  1.4G500E-+00

3 262 Z94000E+00 2 94000E+00

4 15 025  3E5750E+00  3.G5750E+00

5 2 AR7  337R0E+00  3.32750E+00

& 25 248 Z31500E+00 2 31500E+00

7 3 A7 1.29500E+00 1.25G00E+00

g 35 043 7.07500E-M 7.07500E-01

q 4 087  817500E-01 8.17500E-01

10 45 163 1.41750E+00  1.41750E-+00

1 R 122 Z10800E+00  210500E+00

12 55 042  Z53I000E+00 2 &3000E+00

13 B 040  ZEE000E+00 2 AS000E+00

14 £S5 A05  Z18750E+00  218750E+00

15 7 086  1.71000E+00  1.71000E+00

16 75 042 1.39000E+00  1.39000E+00

17 g 020  1.33500E+00  1.33500E-+00

18 85 053 1.53250E+00  1.53250E-+00

19 9 063  1.85260E+00  1.85250E+00

20 a5 035  Z11260E+00  2.11250E+00
A 2380836403 34B100E+02  1.21071E+03  1.80481E+02 (-1) -2 49628E +00 -2 A5A04E +00)
By J4E100E+02  9.43529E+01 1.74293E+02  3.72075E+01 4 42395E +00 -4 14540F -0
67 = | 1.21071E+03  1.74293E+02  E17500E+02 9.50000E+01 R37000E+00 |~ | 4.51974E+00
o, 1.88481E+02  3.72075E+01 9E0000E+01  2.00000F +01 5. GA000E +00 2 71365E+00

(@t =1.50Z7BE+00 - c¢y =-2.07270E-M

bl 2. 33251E+00 2.47073E-M

7.93227E+00 314528E+00

(-1)

2] T | 247075601 2.92473E+00 TAIIME+DD | — | 241176E+00

£ =3.96351E+00 o= £.54153E-M
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Full way:

K & By -1
1] 2 52000E +00 7.08820E-01 @ty E.17500E +02 9 50000E +01 1.00862E +03 1.51532E+00
0 3E381EE+00 TIEZ7IE+00 | oy 950000E+01 200000 +01 1.58574E +02 7.35913E-01
1 322342E+00 2.19183E+00
1 341165601 3.05541E +00 7 _
1 -237647E+00 3.78458E+00 154 2
1 -416382E+00 471239E+00 N 4
2 3277GMEL00  530952E.00 @%@ Dottedline
2 -B.88229E-01 EOS7IEE+00 & =@px+ ¢y Bhelne 7 sl
2 1.99335E+00 E.81017E+00 i
2 388834E+00 7.65892E+00 | A
3 3 423907E+00 8.37426E+00 | S
3 1.50083E+00 5.03643E +00 1 3
3 -1.38726E+00 9,78236E+00 ] &
3 -403919E+00  1.09956E+01 5+ oV
4 -3EEI54E+00 1.13831E 01 1 #
4 -1.98779E+00 1.20410E +001 i
4 1.04993E+00 1.28345E +(11 14
4 343550E+00 1.36151E+01 ]
R e L N T T T T
5 250739E+00 1E0230E+01 @ = 1.51532E+00
ey 2304300 260880601 | U Y { 7454536400 2.90327E+00
ez | | 2E0860E-01 2.92686E +00 8.40514E+00 |~ | 2.64031E+00

£ =3.92431E+00

G, = 7.37337E 00

Drawing @ as a function of is very usefull to check if there is no mistakehe
determinations of arctan.

The results are summarized on the next figure wtierahort and full ways are compared.

E 1 th a b fooi 20 Theoretical Computed  Short way Full way
xample with a low nuraber of points (x=20) w=15 1652764 1515325
a=-02 0.207270 -0.207270

— . : 1o = 4.000000 3963506 392431
It y)=atpxt esinfwx+e) Dotted line phi = 0.500000 DES4153  0.737397
— 1 ; b =278E827 3145273 2903274
4 y(x) 4 * £ * A Slﬂ(&.{ X+ A ) Red lne o=2869424 2411763 2 640308

}-’(I) =dyt P Xt > SIII(C% X+ %) Elue line k sk ulk] Fitted values yik]
1 i 258 2411763 2640308
2 [IRS] 328 3038228 3527358
3 1 282 2591414 2475136
4 15 0.25 0457810 0.374520
3 2 157 -1.517360 1521223
G 25 -2.48 -2.324091 -2.296997
7 3 -1.76 -1.7hE473 A1.772290
a 3h 043 -0.370572 -0.454449
| 4 0.87 0950950 0.845254
10 45 1.53 1.524535 1.476529
11 3 1.22 1.188281 1.247034
-1 12 ah 0.4a 0.283503 0.433307
13 =3 -0.40 -0.593409 -0.4460719
14 BA -1.05 -0.93B86490 -0.936414
— 2 15 7 -0.86 -0.802425 -0.864045
16 7h -0.42 022053 -0.370659
-3 17 a 0.20 0.368512 0216785
18 25 0.53 0.653315 0.585229
19 | 069 0.540919 0.590365
20 a5, 0.35 0164842 0.297620
Mean square Dewviation = 0.133 0.034
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In order to make clear the differences betweerctinees, the data has been limited to a small
number of points. In fact, 20 points distributedadout three periods is not enough. A more
realistic example, with more points per periodshswn on the next figure£100 instead of

20 , with the same scatter) .

. A Theoretical Computed  Short way Full waay
Example with =100 points
w=150 1.482578 1.5014119
. a=-02 -0.1925E5 -0.192565
Yx)=a+px+ osin{mx + @) Diotted line 10 = 4.000000 3.850315 3.880562
. ) phi = 0.800000 0.845433 0.73523
yxX)=a +p x+osin(ag x+@) Redline b = 2. 7EE827 2554328 2.702580
4 4 . c=2.869424 2881032 2756809
% 2(x)= a3 + py X+ oy sinfay x + @) Blueline
34
a
1 4
0
— ‘I J
— 2 o
- 31 Mean square Deviation = 0.030 0.080

We can see that the "short way" yields to almostséime result than the "full way" which is
more complicated. If the number of points per piglarge enough, the "short way" is
sufficient.
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DOUBLE EXPONENTIAL REGRESSION
DOUBLE POWER REGRESSION

The goal is to fit the functiory(X) = bexp(p X)+ cexp(qX to adata set:
(Xll yl)! (X21 y2)’ e ()& ' X )! e ()ﬁ ) M )
or, to fit the functionY ( X) = b XP + ¢ X! to a data set :

(X1 %), (X2 o)y O X )i (K5 X))

In both cases, the parameters to be optimized goeq, b,
The method is the same, thanks to the convertiatata : X, = IN(X, ) ; Y = Y

Two successive integrations y{k) leads to two formulas, which can be combined hth
y(x) formula in order to eliminate the terms gxg(and expgX) :

X \ X
y=-pa| U YO duj aw(p ¥ yudu Ox
XA\ % X
C andD are constants which depend on the lower boundeointegrals.
Of course, lower bounds other thancould be chosen, but this would introduce more
complicated terms and more complicated numeri¢agnmations.
Of course, it is possible to analytically expr€andD. The formulas are complicated. This
calculus will be avoid : Instead of usi@gandD to compute the approximates bfandc ,
we will see that they can be obtained much morgye#sanks to a complementary linear
regression.

The integral equation above is on the linear kind :

y(X)=ASg x+ BB Cx
A=pq ; B=-(ptq

S(x>=jxj>(o du ; SS)FJ);U; (y)u %u

The values of(x) andS$xy) are appoximated by numerical integration.

According to the integral equation, a linear regi@s givesA; , B; which are approximates
of A, Bas shown latter.

So, the approximates gqf andq are obtained :

n=2(BrVBiran)  a=J(B-VE+44

Then,p; andq; are the starting values for a linear regressemom@ing to the approximate
function : y(X) = bexp(g X)+ cexp(q X, which leads directly to the approximates
andc; of bandc. So, an approximate of the equatiory@d is obtained:

y(X) =B exp(p, x)+ gexp(q x)
The process is shown in more details on the nege pBhen, two numerical examples are
presented.

where
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DETAILS OF THE PROCESS

Y(XN=bXP+cX
Setofdata:(X;,¥), (Xo, %), et (X% s X )soeen (X LX)

- In this case, computeXy, = IN(Xy); Vi = Y which leads to the next form :

y(X) = bexp(px)+ cexp(qx

Setofdata: (X, Y1) (X%, ¥o)yeor Ok » % Do O 5 W)
They must be written by amtiag values ok.

- Computation of§ , S, .., &, .S
1
S=0 ; §= §_1+E( ¥+ ¥1)( ¥ Xi) fromk=2ton
- Computation ofSg , SS$, ..,S&, ..,.SS$:
S§=0 ; Ss= sksl%( G 1 9)( X ¥ fromk=2ton

- Solving of the regression system far, B;, C; andD; :

n n n n (-1 n
> S§® Y SpR Y SSkxY, BB | Y iS®
k=1 k=1 k=1 k=1 =
Allysss 28 Yee X8l |2 s
B |_| k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
C_L n n n n n
o) | 2S%% 2L &Kk L& X K > %Yk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
2% 2 & XK n > Yk
k=1 k=1 k=1 k=1
- Computation of : plzé(Bl+1/Blz+4 ) : ql:%( 91—4/ Ef+4ﬂ)

- Computation of5,, ..., G, ...s fn @nd gy, ..., Ny ooy D
B =expPyX) 5 1= exply % .

- Solving of the regression system foy, c; :

n n D/,
> B D Bk > Bk
(b.l.j = =] k=1
Cl n n 5 n
> B Y.k WD
k=1 k=1 k=1

Result: the fitted function is y(X) = blexp(pl X)+ G exp(q X
or Y(X)=ly XP + g X&

72



EXAMPLE of fitting, case of double exponential fiion :

OO 7] O T e D0 O

R T T St S (PR T (U SRS RS S '
Lo o B T R o R N L e}

]
0.05
01
015
0z
0.25
0.3
0.25
0.4
0,45
0.5
0.55
0E
065
0.7
0.75
02
0.25
0.4
0.35

0.23
0.26
013
016
012
0.09
0.08
0.0v
0,08
0.08
0.06
0,07
0.03
01

015
013
0.25
0.26
0.47
063

y(x) = bexp(px) +c exp(q x)

Result:

p= E.33334289040343
q=-5.15509370401 8238
b= 0.0011060024E561 3455
o= 0 420042354555633
MES0= 0007537

EXAMPLE of fitting, case of double power function :

L Il B 3 Y S P L

M) — — — L 4 . 1
o o B o e e o B I T

b
0.05
0.
0.5
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4
0.45
0.5
0.55
0.6
0.65
0.7
0.75
0.a
0.85
0.4
0.95

i

0.24
0.26
0.21
013
018
016
016
015
015
016
017
013
022
0.25
0.3
0.37
0.45
0.58
0.7
0.9

0.5 4

¥(x)=bX?F +c X7

Fesult:
p= 4 Q063320223914
q=-0.41146337654123
b= 0.737155403768603
c=[0.0337574411635236
MS0= 0006177
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GENERALISATION

Case of more exponential terms :

One understand that fitting a sum of different exgatial terms (or power terms) can be
carried out on the same principle. If the numberegponential terms &, we needN
successive integrals. Each of those integralsliisear sum of the exponenials. Solving this
linear system leads to each exponential term egpdeas a sum of the integrals. Bringing
them back into the function to be fitted leads tbnaar relationship beteweeiix) and the
integrals. This relationship includes in additiofiNal) degree polynomial coming from the
lower bounds of the integrals. Alltogethgfx) is equal to a sum of kb terms.

Then, a linear regresssion gives the approximateeeo 2N coefficients of those terms. In
fact, onlyN will be used (the coefficients of the integrals)bilt the system oN equations
where theN unknowns are the shape parameters (i.e. the ciesifiof x in the argument of
each exponential). This system Wf equations is non-linear. For largé¢ the numerical
solving requires a software to compute theoots which are the approximates of tehape
parameters.

The relationship betewegrf{x) and the sum of exponential terms is now lineaceieach
exponential can be computed knowing its shape peteamrhen, a linear regression gives the
approximate values of the correspondigragnitude parameters (i.e. the coefficient of each
exponential).

Finally, the approximate values of thBl parameters of the fitted function are obtaineel (i.

for each exponential term : a magnitude coefficaant a shape coefficient)

Case of a sum of exponential terms and other gfuegtions with unknown coefficients

(without unknown parameter inside the functiong)isTgeneral case includes the case of an
unknown constant added to the sum of the exponeetras.

In addition to the above comments, (number of ssgige integrations depending on the
number of exponentials), the treatment of the &t functions is explained in the
preceeding chapter “"GENERALIZED SINUSOIDAL REGRESSI" .

Of course, the more the number of functions comsitlés large, the more the theoretical
calculus leading to the convenient integral equmai® arduous and the more the pactical
application is complicated. But this is anywaysraightforward method. No initial guessed
values are required. In case of a sum of sevenabreential terms and other functions, it
becommes almost impossible to guess some convenigal values. That is why the method

described here is more robust.
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REGRESSIONS MULTI-VARIABLES

Au lieu d’'une seule variabbe la fonction a ajuster comporte plusieurs varisklée ,...
Rappel du cas linéaire :

Dans ce cas simple, la fonctigfx, t,...) est linéaire relativement aux coefficients
A, Az, oo, Ay, , Am @ optimiser :

Y%t )= A ROt Lk A Gt L AL K

Les fonctions donnéef(x, t, ...) ne contiennent pas de parametre ajustable.
Lesn points données étanti(t1,... ;y1), X2 to,... ;¥2), ooy (i e 5 V), ooy Ky tryees s Yim)
les paramétres se calculent par la méthode desimagicarrés :
Avec : fjx=fi(%q, t,...)
-1

n n n n
Z(fl,k)2 Zfl,kfj,k Zfl,kfm,k Zyk f
k=1 k=1 k=1 k=1

%

—_ 2
Aj |= Zflykfj’k Z(ijk) ijykfm’k Zyk o
k=1 k=1 k=1 k=1

n n n n
Zfl,kfm,k ij,kfm,k Z(fml)z Zyk Fn
k=1 k=1 k=1 k=1

Cas non linéaire :

Si une ou plusieurs fonctions contiennent un osiplus parametres ajustablesgx, t,...)
n'est pas linéaire relativement a I'ensemble dearpatres a ajuster/

y(x t,..)=Q8 o (P, By X 4L BOL (R B X L3
FMFG ) A Xt Ay B (G )

Les fonctions donnéegs, @,,... contiennent les parametres ajustableg., ...

L’ensemble des paramétres a optimiser est alrsp,, ...,b1,b2,... ,A1, ..., Aj,..  Am

La méthode des moindres carrés ne peut pas étiqumpdirectement. De nombreuses
variantes sont utilisées, consistant généralemsupposer des valeurs initiales pour les
parametres intervenant non linéairement p,, ...) et ensuite, a procéder par calculs
récursifs pour corriger les valeurs initialemern@asées en se rapprochant progressivement
de valeurs optimum.
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La méthode étudiée ici est d'un principe trés déifd. On effectue une ou plusieurs

intégrations de(x t, ...), telles que par exemple|: Y(X, t,...)dX, ou j y(Xx t,...)dt,

ou, jj Y(X, t,...)dXdi, ou d'autres multiples intégrations.

On peut également introduire des fonctions nouselte t,...) lorsque cela permet des

intégrations plus simplest g(X, t,...)y(X, t,...)dx ou I g(xt,...)y(xt,...)dt,

ou, II g(xt,...)y(X t,...)dxd, ou d'autres multiples intégrations

On voit donc que les possibilités sont extrémementbreuses. |l est parfois possible de
combiner linéairement entre elles certaines dediosls obtenues, de telle sorte que I'on fait
disparaitre les termes non linéaires relativemanrtgarametreps , p2 , ...

Par exemple considérons la fonction suivante :

b=b ; b=h=..=0
=P i P=p=.=0
P(R, B, Xt..F exp px|
M=A 5 Ay=Az=..=0

(%, 1) = (x— 1)

N

y(x t) = bexp( pxd+A( x °

Avec - ( g(xt) y(x t)dx= .tlcexp( p X} dx+j A % )1.2 C
{g(x,t):t | :% e>(mxt)+%t X t 3y

On voit qu’'une combinaison linéaire entre cetteatign et I'équation définissagitxt)
permet de faire disparaitre le terme gx)(:

y(x t) = pjty(x t)dx—%/l p{x P+A( x )2+...
(S(xt):jt)(xt)d:

fOx)= (% ¥
fo(x,t) = (x-1)°

-

y(x )= pxy+A4 {(xJ+Ax B(XJ+...

S(x,t) sera calculé approximativement a partir des desm@meriques.

Cette relation est linéaire relativement aux pateese, A;, A>. La régression par les
moindres carrés donne une valeur approchge ce qui était recherché. Ce qui ramene
ensuite I'équatiory(x,t) sous forme d’une relation linéaire relativemebtei A.
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Néanmoins, les équations de la page précédentmnh@as correctes car elles ont été
volontairement écrites incomplétement, pour retidsglication plus aisée a suivre. En effet,
les intégrales doivent ne pas rester indéfiniemagticulier pour rendre possible I'intégration
numerique. Il est indispensable de définir la bomf@rieure d’intégration. Cette obligation ne
posait pas de difficulté fondamentale dans le eafdctiony(x) a une seule variable. Cela
devient un probléme délicat dans le cas de fonstipqt,...) a plusieurs variables. Il convient
d’examiner attentivement cette question de I'inbdfign numérique dans le cas de la présence
de plusieurs variables,(t,...), méme si I'intégrale ne porte que sur une sdigetre elles.

Remarque : Dans de nombreux cas, la linéarisatoh gussi étre obtenue par des dérivations

. . dy 9y 0% "

partielles de la fonction(xt,..) : — , ou—— , ou——=-, ou d’autres dérivations
ox ot ot?

successives. Il est méme souvent plus facile devéroune équation différentielle ou aux
dérivées partielles qui convienne que de trouveréquation intégrale. Mais il a été observé
et rendu compte, dés le début de I'étude, quelbailcaumérique des dérivées est sujet a des
déviations beaucoup plus importantes que le calgoiérique des intégrales, si les données
numériques sont affectées de dispersion ou simdle®nt pas assez régulierement
distribuées.

Intégration numerique :

Le cas est le plus simple lorsque les donnéesfgonties sous forme de tableau complet :
s

bt e by ety
X M1 Y12 o Y, o Yip,
Nombre de pointsn =mn, <
Mg Yl Y2 o Yk o Yign
[ X Y1 Y2 o Yk, o Y

Lest sont ordonnés par valeurs croissantes de drgiéeiéhe. Lex sont ordonnés par valeurs
croissantes de haut en bas.

La méthode d’intégration numérique qui va étre ile@st trés élémentaire. Considérer des
méthodes plus sophistiquées serait certes intéressais risquerait de faire perdre de vue ce
qui est essentiel dans la compréhension du prird@danéarisation par équation intégrale.

Intégration dey(x,t) relativement a la variable:
. X
Notation : J‘ y(x, tkz)dx: %( %1 , &2)
X
SI(%, ,)=0

Yi ko ¥ Yig-1 ko ( X - 1)
1 "

S(O% 0 &,) = (%10 k) * 5
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Intégration dey(x,t) relativement a la variable:

e
Notation :J‘t y(xkl,t)dtz S( X, o kz)
1
S (%, D=0
Yk ko T Yig, kom1

S, (% k)= S( ¥ ko) P A

Intégration dey(x,t) relativement aux deux variables :

(M ke
Notation :J‘ y( X, t)dt dx= S$ X k’g)

X JY

S X, ,)=0

S(% 0 &,)+ S X%-1, Lz)( X k)il)

S K. £,)= SB Xy, )+ 5

Et de méme si I'on est amené a utiliser des intégmaultiples.

Lorsqu’on introduit en facteur une fonctig(x,t), les calculs sont similaires, par exemple
lorsqu’on integreg(x,t)y(x,t) relativement a la variable:

g0t VX k) de S K, i)

Notations : X
Ok, ky = 9K s Ty
S(%. ,)=0

(% &)= %10 k) F

Ok ko Vi, ko T k1, ko Yie1, ko _
2 ( K 1‘1)

Il est inutile de ré-écrire les formules correspames aux autres intégrales car on comprend
aisément comment établir ces formules, ainsi gaates formules correspondant a des
intégrales multiples.

Différentes formes de présentation des données nuriggies :
Les données peuvent se présenter sous diversessfohious allons considérer, pour une
méme fonctiory(xt) , plusieurs exemples pour lesquels les donnée®nques se présentent

différemment et discuter des conséquences queeoglaine sur les intégrations numériques
respectives.
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La figure ci-dessous représente en trois dimensiarexemple de fonctioy(xt).

Exemple 1: Pour cette fonction, le cas de données présertaes forme de tableau (ci-
dessous) correspond a des poirf3 dont la distribution est représentée sur la igur
associée. On avu, en page précédente, qu’unedeéementaire permet de calculer
numériguement les valeurs approchées des intégtatgson a besoin, que ce soit pour les
intégrations relativementxa(avect constant) ou relativement §avecx constant).

=1 2 3 4 5 ’

£, = 082 103 144 218 233 e S S T S + +
}Cq x""l 2 + * + * 4+ 0+ 4+ 4 + +
1 013 205 289 307 482 53 2]
2 033 181 217 254 387 44
3 065 157 159 172 281 288 Gl il R OE. & L3 A g
4 08 1683 129 132 224 243
5 1.09 153 12 108 157 LA il e s e e 5 "
B 127 176 10 082 107 127 1
7149 177 087 087 081 085
g 17 204 D098 0B 035 082 FoEEE mkEAR H S K b #* ch
9 2E9 405 242 154 025 013
10 344 E58 445 315 115 092

s, - [ T T T
e o
Vg ) 0 1 2 3 x

Exemple 2: Pour la méme fonction, dans le cas de donnéegmgues présentées sous la
forme suivante, la méthode élémentaire d’'intégratie permet pas, de facon aussi simple, les
intégrations relativementtacar il N’y a pas de séries de donnéascanstant.

Les intégrations relativemenixgat constant) sont possibles par la méthode élémentair
Toutefois, la borne inférieure de I'intégrale n’pak toujours la méme car elle est différente
pour chacune des séries de données ayant une vataorune dé. Ceci complique les
notations et alourdi I'application pratique du prde.

ol 2 : N 5 I H+ + + + H

ty, = 062 1,09 1.44 218 233 P - +
xy x 0y x0y x 0y xy 21
013 205 003 273 037 24 062 273 024 473
033 1. 057 1.7 064 163 0B3 274 031 453 + 1 " + 4 3 -

065 157 079 145 109 109 07 266 032 447
081 153 135 087 112 102 07 253 043 3 A Y N
109 153 282 27 115 087 107 15 153 085 11
127 17 3 309 23 055 114 13 244 06
143 177 31 34 252 124 1839 02 29 03 AL + +
17 204 314 35 276 154 217 021 233 038

269 405 355 517 346 315 23 014 318 057

344 G5 396 B4 35 339 3@ 217 322 073 0
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Exemple 3: Toujours pour la méme fonction, dans le casddesmées numériques présentéees
sous la forme suivante, la méthode élémentairg¢édjmtion ne permet pas, de fagon simple,
les intégrations relativementxaar il N’y a pas de séries de donnéésaenstant.

Les intégrations relativement & x constant) sont possibles par la méthode élémentair
Toutefois, la borne inférieure de I'intégrale n’pak toujours la méme car elle est différente
pour chacune des séries de données ayant une vateorune de. Ceci complique les
notations et alourdi I'application pratique du prde.

& +
i
K% T TR 8TTE Ty Ty + g i
1 013 062 205 109 259 144 307 218 482 233 53 24 : + +
2 033 0Bz 18 118 217 191 337 206 363 248 476 ] + & 4
3 065 079 15 03 158 2 242 207 2468 233 314 * b B
4 081 0gs 153 108 1.3F 163 182 188 178 223 224 & * :
5 109 082 142 105 106 106 107 176 118 225 153 + % n
E 127 0# 144 085 134 104 102 153 081 242 1399 * + + 4+
7143 081 153 085 141 1.0/ 102 15 067 165 D052 1 + oF
a8 17 0gs 204 0BE 192 172 042 198 05 193 048 + + + 3¢
9 283 0B2 405 0.7 367 1268 1592 203 048 21N 0,33 *
10 344 118 415 137 332 14% 3 172 23 1898 182
0 ; 5
0 1 > 3 X

Exemple 4: Le cas le plus compliqué se présente lorsquedigs &,t) sont distribués de
facon quelconque (exemple ci-dessous, toujours lpauéme fonction). La méthode
élémentaire d'intégration ne permet, de fagon smpil les intégrations relativemeng,ani
celles relativement & Il faudrait faire appel a des méthodes plus ékdpour le calcul
approché d’intégrales doubles sur le domaine sureldes pointsxt) sont distribués.

Comme on le voit sur la figure correspondante M&oppe de ce domaine d’intégration n’'a
pas une forme simple. La complication des calcuts @gla entrainerait fait perdre I'intérét de
la simplicité qui était recherchée.

X
0.23
0.42
0.47
0.48
043
0.52
0.82
0.34
1.02
1.1

I
012
0.29
046
0.55
0,66
0.31
1.34
0.63
164
167

¥
189
132
187
1.68
1.7
197
144
149
114
1

I
085
1.08
0:
1.78
1.76
133
1.15

1.35
1.45

¥
1.38
1.0
1.5

0.64
0.51
0.75
0.37
0439
064

056

X
1.73
1.77
1.79
1.83
1.97
2.04
203

2:1 2
215

5

1

1.73
1.76
1.48
1.38
1.13
1.63
1.47
1.38
061

222

23
2.32
232
232
232

245
248

252

f
1.36
0.41
057
0.64
1.57
0.74
0.55

1.29
0.43

142
477
4,06
395
1.23
3.1
465

214
575

R

On voit que, pour un méme probléme de régresspmnsdeurs variables, les calculs

numeriques d’intégration peuvent étre simples auplmués selon la forme sous laquelle les
données numériques se présentent.

La méthode de linéarisation par équation intégeatalonc surtout intéressante pour
simplifier les problemes de régression non-linéaiptusieurs variables lorsque les données
se présentent sous une forme permettant I'utiisadie méthodes simples d’intégration
numéerique.
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EXEMPLE DETAILLE DE CALCUL NUMERIQUE

y(x t) = bexp( px§+A( x 92

Les parametres a ajuster sqnto et/ .

L’équation intégrale utilisée est :

y(x )= Y05, = pjxxtw, ) o+
~2ap(t 4=t =13+ A((x- 9= (%= §7)

Pour simplifier les écritures, les notations skne kg et h =k,

Avecy =10 ; n,=5 ; n=nn=5C, lesdonnées sont:

b= 2 3 4 5

L oy =082 109 1.44 218 233

1 013 2,05 258 3.07 4,82 B A

5 03 191 217 754 197 441

3OS 157 159 172 281 298

i 0 153 129 132 224 243

5 103 153 j 2 1.08 157 171 s e
B i 176 1.01 092 1.07 127 ? Y% Th) = Vi
7 143 177 057 07 0E1 085

O 204 058 061 0,39 DE2

3 269 4005 542 154 0.25 019

1m 344 E5G 445 315 115 ne2

Lest ont été ordonnés par valeurs croissantesxlogg été ordonnés par valeurs croissantes.

Xk
Calcul de l'intégrale : 5 , = j t, W, &) d
X
Sh=0

h=1a ~ Yih + Yi-1h 2 31
Sh=Iant k > (%= %) [ a 41

3 h= 1 2 3 4 5

1 (1,00000E +00 (0,00000E +00 (0,00000E +00 [J,00000E +00 (1,00000E +00 H

2 2 A8520E-M 5.18840E-M 2. 07340E-M 1.91622E+00 2. 2B47EE+00

] 5907 3RE-M 1.17453E+00 1.79934E+00 4 28102E+00 B.01975E+00

4 7.A945EE-M 1.42572E+00 2.13955E+00 5E180E+00 E.02318E+00

5 1.02374E+00 1.80569E +00 2B2339E+00 E.32462E+00 7. 37AR4E+00 :r T i

E 1,207 33E+00 2.02250E+00 2.88259E+00 E.84258E+00 2.00355E+00 X

7 1.44807E+00 2.25990E+00 3.1 3445E+00 FA2931E+0D 3.54691E+00

g 1.69610E+00 2.48307E+00 3.32798E+00 ¥ AE303E+00 3.90654E +00

3 35651 2E+00 4. 31754E+00 4 BEN50E+00 3.25871E+00 9.84076E+00

10 5. 036E0E +00 7.12568EE+00 7393 0E+00 9. 40321E+00 1,081 06E +01 fl
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Pour effectuer la régression linéaire correspondala relation :

Y% )= YO 6)= P atA fntdz b

d’abord, calculer pour tous l&sle 1 an; et pour tous lee de 1 an; :

fi, (k,h):th((xk_th)3 —(%— tb)s)

P ((Xk ‘th)2 —(% - th)z)

i h= 1 2 3 4 ]

1 0.00000E+00 0.00000E +00 0.00000E +00 0.00000E+00 0.00000E+00
2 5.7EN2E02 4.85878E- 1.2678EE+00 4.97303E+00 E.16954E +00
3 7.29591E-02 8.1512E-M 282727E+00 1.097 N E+01 1.37618E+M
4 7.71950E-02 3.40435E-M 2871 8E+00 1.31754E+01 1.BE2F3E+0
] 1.37313E- 3.64362E-M 3.17551E+00 1.53578E+01 2.03674E+
B 24310E-M 3. 707 3E-M 3.23018E+00 1.71382E+01 2.20343E+M
v 4.81214E-M 1.03412E+00 3.23743E+00 1.80645E +01 2.34288E+M
a8 8.53964E-M 1.21177E+00 3.26256E+00 1.85333E+0 2422728+
9 5.A7218E+00 5,42900E +00 E.04975E+00 1.90702E+01 2.49185E+M
1 1.39763E -+ 1.51102E+M 1.47573E+01 23141 8E+07 2.79964E+M
1 0.00000E +00 0.00000E +00 0.00000E +00 0.00000E +00 0.00000E +00
2 -1.56000E -0 -3.44000E-0 -4,84000E-M -7, 80000E M -3,40000E -0
3 -2,39200E-M -7.28000E-Mm -1,09200E+00  -1.861E0E+00  -2.017E0E+00
4 -2.04000E -0 -8.43200E-M 1.31920E+00  -2.325B0E+00 -2 B2960E+00
a] -1,92000€-02 -9.21600E-M -1.893B0E+00  -3.01440E+00  -3.30240E-+00
E 1.82400E -7 -8.89200E-M -1.B8720E+00  -3.37440E+00  -3.71E40E+00
7 5.16500E-M -7 B1600E-M A1360E+00 -3.72640E+00  -4.13440E+00
g 3.26300E-M -5.43500E-M -1.64850E+00  -3.9F210E+00  -4.44310E+00
3 4.04430E+00 1.63540E +00 -1.53600E-01 -3.94240E+00  -4.71040E+00
1 7.A1230E+00 4,60030E+00 2,28390E+00 -251430E+00  -3,50730E+00

Ensuite, calculer les coefficients de I'équatioatmcielle :

Z0,1: 2 2
Z012: > 2

203~ 2
k=1

h p

k=1h=1
m o

k=1h=1
M

n

m N )
211=2 2 (&)

N _ M
21372 2 fan) ¢ Z227 2
K=1h=1 K=

Ny
253= 2

k=1h=1

n

(Yk,h - Y1,h) S.h
(yk,h - Y1,h) f1.6.h)

Wi
ha( Yih ™ Yin) f24h)

o
21272 2 n foem
kel 1
¥ (frgn)’
h=1 Lih

SR X ‘%%(f )
~ Lkh) 2,kh) > 3,3 ) 2,k h

P A B

b k)
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Résoudre le systeme matriciel :

-1
Py 297 212 213 204
M|=Z12 Zoo Z23] |Z02

A) (213 Z23 Z33) | Zp3

1.22594E+03 2.90228E+03 -3,34360E +02 =4 -1 BAEFTE+02 -4, 68RE3E-M
2 90228E+03 ¥.18515E+03 -3.75437E+02 1A7329E+03 = | 1.3¥237E-M
-3.34360E+02 -8, 75457E +02 3.14234E+02 2891 5E+02 7. 49060E-0

On a ainsi obtenu une valeur approchép depy = —0, 46856

Les valeurs approchées betA seront ensuite calculées par régression linéamespondant

a la relation : y(X, t) = bexp( ] X') +/]( xX= 92

On calcule donc les coefficients :

n o non
Z01= 2 3 Ve neXP(PXth) 5 Z02= 2 Y Vicn(X— )
K=1h=1 11

Mo ) nom 2
51= 2 3 (exp(PXcth ) 5 Zoo= 3 Z((Xk‘th)z)
K=1h=1 )

nl n
212= 2 > exp(PXcth ) (% = tn f
k=1h=1
1 201

bj 211 212

Puis on résout le systeme matricig| :
{ 212 222) (2o,

5,55056E+01

156251E+01  3.34931E+01 | © 1
2.48939E+02

J4INEHDT 2 A7RIZE+02

_ [1.36806E+00
7,39092E 01

On obtient ainsi les valeurs approchéed el reportées dans I'équatigxt) :

b, = -0, 46856
y(x t) = hexp( g x)+Ay( xt)° b =1,968®
A = 0,739

Cette equation permet de calculer les valeurs appesy.aicudXtr) et de les comparer aux
valeurs initialement données (tableau page suiyante

Ecart quadratique moyen obteniegm = 0,059

La représentation graphique des courbes tracéesrgstant permet de visualiser la proximité
de ce réseau de courbes avec les points donnéese(figge suivante).
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h= 1 2 5
k Yaonns  Yeoaleuls Yionns Fazlovis Yaonné Feoaleold Yoonns  Fealeuls Ydonné
1 205 2072575 259 252278 3.07 3081141 482 4829362 5.3
2 1.91 1.850305 217 2089704 254 2485842 397 35934439 441
3 1.57 1.630074 159 T.5551/3 172 #3305 281 2743321 298
4 1.63  1.582086 1.29. 1359232 1,32 1432762 224 2247R1Y 243
] 153 1.597158 1.2 112789 1.08  1.033804 157 1524508 1.7
B 176 1673106 1.01 1052771 092  0.BEE747 1.07  1.1439871 1.27
7 1,77 1.836005 097 1037737 067 0721934 081 0781465 0.85
a 204 ZOEN 093 1100584 0.6 0674363 033 0516335 062
| 406 4067781 242 239024 154 1.475238 025 0318336 019
10 E.58  E.E02034 445 441274 315 3143863 115 1231356 0.9z
5 =061
¥ I e n - -
Wx. t)=hexplpixi)+ (x—1)
¥
109
B
5 - 144
q |
3
218
i 2 33
1. o
e
0 —
0 4 x

Yealenls

F 284853
4 329055
J053948
2520358
1.735148
1322346
0808375
1600954
0200162
0, 95666

eqm = {10596
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